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2  r【解析】因为向量是既有大小又有方

向的量，而高度、路程、频率都只有大小

没有方向，弹力既有大小又有方向，所以

弹力是向量，!" !，

!"#$%&'()*$

e， r【解析】由向量的几何表示知，， 也可

以用"#!"" 表示，，的起点为 "，终点为 #，

方向是由"指向#，!，###$$%，!

，'，

o，'r【解析】零向量的模为 】，不是正实

数，! ，，'；模为 $个单位长度的向量

叫单位向量，! $$%；向量是既有大小

又有方向的量，不是实数，! #，!，'，

，，【解】如图所示，向量 $%!
##

表示从教学楼

到图书馆的位移；向量 %；!"" 表示从图书馆

到食堂的位移；向量；'!"" 表示从食堂到操

场的位移；向量$'!"" 表示从开始到最后的

位移，

；，'r【解析】%，%的大小不能确定，! ，，

'；，，" 的方向不确定，! #，'；非零

向量的模是正实数，! $$%；向量的模

是一个非负实数，! !，'，

)，'r【解析】对于&，%'(!"" %'%('!"" %，都等于

线段'(的长度，!，$%；对于；，#$，#，

是单位向量，则%#$ %'%#， %'$，! #$



，；对于C，向量的模可以比较大小，但是

向量 %；!"" ，'(!"" 不能比较大小，! $&'；

对于+，两个相同的向量的模相等，! !

$，，

*，+r【解析】由%$'!"" %'%$；!"" %得$%；''

$$'；',】)，因为'为半圆上的点，所以

$%'；'-】)，所以%%'!"" %'
$
，
%%；!"" %'$，!

" ，，

,，【解】（$）如图，根据向量相等的定义，%；!""

与 ，的方向相同，长度相等，即%%；!"" %'，，

即可得到有向线段%；!"" ，

（，）满足条件的有向线段 %"!"" 如图所示

（画法不唯一），点 "的轨迹是以点 %为

圆心，半径*'槡.的圆，

（,）根据%%；!"" %'，）*'%%"!"" %'槡. ，可知 ；

在以 %为圆心，半径 *'槡. 的圆内，则

%；"!"" %012'，3槡. ，%；"
!"" %045 '槡.6，，

-， r【解析】平行向量的方向不一定相

同，非零的两个平行向量方向可以相反，

!"( ，&'；共线的两个单位向量长

度都是 $ 个单位长度，但方向可能相同

也可能相反，故共线的两个单位向量不

一定相等，!"(#&'；当%；!"" '('!"" 时，

若%，；，'，(四点不共线，则 %；，('且

%；'('，即%，；，'，(是一个平行四边形

的四个顶点，若 %，；，'，(四点共线，则

不是平行四边形的四个顶点，!"( $

&'；如图，在边长为 $ 的正六边形

%；'(+,中，$为该正六边形的中心，

$%!
##

，$；!"" ，%；!"" 都为单位向量，长度相同，物

体的两次运动记为 $%!
##

，%；!"" ，它的位移是

$；!"" ，!"( !$，，



，*+, 位移表示物体的位置变

化，表示起点与终点间的位置关系，

与物体的实际运动路径无关，所以本

题选项+所描述的情况是可能的，

2.，/r【解析】相等的非零向量的方向相

同且长度相等，故两个相等的非零向量

同起点必同终点，即-$%；

若非零向量 ，，"满足 ，，"，则 ，与 "的方

向相同或相反，即.&'；

当 ，，"，且 "，$时，若 "'，，，，$是非零

向量，则不能确定 ，，$，即/&'，

综上，正确命题的个数是 $，!" #，

0&12 与向量共线有关的命题判

断中易忽略零向量致错

我们知道，零向量与任意向量共

线，因此在判断与向量共线有关的命

题的真假时，如果没有明确说明向量

是非零向量，一定要考虑某个向量是

零向量的情况，不要直接利用我们已

学的一些平行知识判断，

，*+, 共线向量的四个理解

rr（$）平行直线不包含重合的情

况，平行向量是可以重合的，

rr（，）共线向量不一定是相等向

量，但相等向量一定是共线向量，

rr（,）向量相等具有传递性，向量

平行不具有传递性，但是非零向量的

平行具有传递性，

rr（（）判断共线向量的有关表述的

正误时，一定要注意题干是否对“非

零”作出限定，

22， r【解析】如图所示，%；!"" 与 '(!"" 共线，

但%'!"" 与；(!"" 不共线，当%，；，'，(四点在

一条直线上时，%'!"" 与 ；(!"" 共线，! ，##

&'，

若%%；!"" %'%'(!"" %，则 %；!"" 与 '(!"" 的大小相



等，但无法确定 %；!"" 与 '(!"" 的方向，所以

无法确定%；!"" 与 '(!"" 是否为相等向量，，

$&'，

根据单位向量的定义可知，若%%；!"" %'$，

则%；!"" 是一个单位向量，， !$%，，

" !，

3456 （$）非零共线向量要求方

向相同或相反，长度没有要求，

（，） 相等向量的方向相同且长度

相等，

（,）单位向量只要求其长度为 $ 个单

位长度，

（（）零向量的长度为 】，方向是任意

的，它与任意向量平行，%，%'】&，'，，

2e， 789:rrrrrrrr本题需找出与 +,!"" 共

线、长度相等、相等的向量，可用通法

攻略 $中的技巧求解，

【解】（$）8+，,分别是 %'，%；的中点，

9+,，；'，9与 +,!"" 共线的向量为 ,+!"" ，

；(!"" ，(；!"" ，('!"" ，'(!"" ，；'!"" ，'；!"" ，

，"#+,-$%./012+

*$345/62+*$375

（，）8+，,，(分别是%'，%；，；'的中点，

9+,'
$
，

；'，；('(''
$
，

；'，9+,'

；('('，又 %；，；'，%'均不相等，9与

+,!"" 长度相等的向量为 ,+!"" ， ；(!"" ， (；!"" ，

('!"" ，'(!"" ，

（,）与+,!"" 相等的向量为(；!"" ，'(!"" ，

rr ，"#829:*$34;

<=3>

2o，【证明】因为 %；!"" '('!"" ，所以%%；!"" %'%('!"" %

且%；，'(，所以四边形 %；'(是平行四

边形，所以%(%!
##

%'%'；!"" %且 (%，'；，又因

为'#!"" '"%!"" ，所以%'#!"" %'%"%!"" %且 '#，

"%，所以四边形'#%"是平行四边形，所

以%'"!"" %'%#%!
##

%，所以%"；!"" %'%(#!"" %，而

(#，；"，即 (#!"" 与 "；!"" 的模相等且方向

相同，所以(#!"" '"；!"" ，



)，2，567

2， r【解析】单位向量的方向不一定相

同，因此单位向量不一定相等，，"( ，

&'；共线向量有可能在同一条直线上，

也有可能不在同一条直线上，，"( #

&'；零向量有方向，其方向任意，，"

( $&'；模为 】的向量为零向量，零向

量与任意非零向量共线，，"( !$%，

e，/r【解析】8$是正三角形 %；'的中

心，9点 $到三个顶点的距离相等，故

%%$!
##

%'%；$!"" %'%$'!"" %，但是向量 %$!
##

，；$!"" ，

$'!"" 不是相同的向量，也不是共线向量，

也不是起点相同的向量，，" #，

o， r【解析】在四边形 %；'(中，；%!"" ''(!"" ，

则；%，'(且；%''(，所以四边形 %；'(

为平行四边形，%%；!"" %'%%(!
##

%意味着平行

四边形 %；'(的邻边相等，则它是菱形，

在菱形中又满足%%'!"" %'%；(!"" %，即对角线

相等，于是四边形 %；'(为正方形，， !

$%，

，，，与 %，" 与 #r， 与 %，" 与 #r，，$，%r

【解析】由题图可知，，，%，"，#，因此 ， 与

%是共线向量，并且方向相反；" 与 #是

共线向量，并且方向相反，显然%，%'槡. ，

%"%'槡， ，%$%'槡. ，%%%'槡. ，%#%'，槡， ，

因此 ，，$，%的模相等，

；，$$r【解析】马在 ；处有 , 个位置可走，

在'处有 :个位置可走，如图，以 ；为起

点作向量，共 , 个；以 '为起点作向量，

共 :个，所以共有 $$个，

)，【解】如图，以%为原点，正东方向为 -轴

正方向，正北方向为 .轴正方向建立直

角坐标系，

由题意知点 ；在第一象限，点 '在 -轴

正半轴上，点 (在第四象限，向量 %；!"" ，

；'!"" ，'(!"" 如图所示，



由已知可得，'%；'为正三角形，所以

%''， 】】】 ;0，过点 (作 (/(-轴，交 -

轴 于 点 /， 因 为 $%'('（.)， '('

槡$ 】】】 ， ;0，所以'/'$ 】】】 ;0，则直线

(/为线段 %'的垂直平分线，所以 %('

槡$ 】】】 ， ;0，$'%('（.)，故向量 %(!
##

的

模为 槡$ 】】】 ， ，方向为东南方向，

，*+, 用有向线段表示向量时，

先确定起点，再确定方向，最后根据

向量的模确定有向线段的终点，

*，（$）【解】根据题意，与向量 ,'!"" 共线的向

量为 ',!"" ，,；!"" ，；,!"" ，；'!"" ，'；!"" ，%+!"" ，+%!"" ，+(!"" ，

(+!"" ，%(!
##

，(%!
##

，

（，）【证明】8四边形 %；'(是平行四边

形，且+，,分别为边%(，；'的中点，

9；,'+(，且；,，+(，

9四边形；,(+是平行四边形，

9；+',(，且；+，,(，

9；+!"" ',(!"" ，

)，e，"#$%&)*
)，e，2!"#$89:;l

)，e，e!"#$<9:;

2，/r【解析】%；!"" 3'%!"" 3；'!"" '%；!"" 3；'!"" 3'%!"" '

%'!"" 3'%!"" '，，】" #，

e， r【解析】如图，连接 %(，；+，设 %(与

；+交于点 $，则 ；$!"" ''(!"" ，$%!
##

'+,!"" ，即

%；!"" 3'(!"" 3+,!"" '%；!"" 3；$!"" 3$%!
##

'%$!
##

3$%!
##

'，，】

" !，



o， r【解析】由题知，矩形%；'(的对角线

%'，；(交于点 $，则 ($!"" '$；!"" ，所以 %$!
##

6

；'!"" '%$!
##

6%(!
##

'($!"" '$；!"" ，，" !，

，，+/ r【解析】&选项，'%!"" 6（'；!"" 6%；!"" ）'

'%!"" 6'；!"" 3%；!"" '；%!"" 3%；!"" '，；

；选项，%；!"" 6%'!"" 3；(!"" 6'(!"" ''；!"" 3；(!"" 6'(!"" '

'(!"" 6'(!"" '，；

C选项，%；!"" 6（；'!"" 6%'!"" ）'%；!"" 6（；'!"" 3'%!"" ）'

%；!"" 6；%!"" '%；!"" 3%；!"" ），；

+选项，#$!"" 60$!"" 3"#!"" 6"0!"" '#$!"" 3$0!"" 30"!"" 3

"#!"" '，，，" ，#!，

；，/r【解析】由向量加法的三角形法则，

可知；%!"" '，3"，则%；!"" '6，6"，，" #，

;<=>rrrrr%；!"" ''；!"" 6'%!"" '6；'!"" 6'%!"" '

6，6"，

)，北偏西 ,】)r，】 ;0<=

789:r本题需利用通法攻

略 ，中的平行四边形法则作图，进而

确定小船的行驶方向及小船在静水

中的速度大小，

【解析】如图所示，%'!"" 表示水流速度，且

%%'!"" %'$】，%0!"" 表示小船在静水中的速

度，以 %'， %0为邻边作平行四边形

%'；0，连接 %；，则 %0!"" 3%'!"" '%；!"" ，即 %0!"" '

%；!"" 6%'!"" ， %%；!"" %'$】槡, ，%；(%'，则在

>?'%；'中，?15$'；%'
%'
%；
' $】
$】槡,

'槡,
,
，

故$'；%'，
@
，故$；%0'$'；%'，

@
，小

船行驶的方向为北偏西 ,】)，且%%0!"" %'

%%；!"" %
ABC,】)

'，】，即小船在静水中的速度大

小为 ，】 ;0<=，

*，槡
,
,
r【解析】设 %；!"" '，，%'!"" '"，以 %；，%'



为邻边作平行四边形 %；('，连接 %(，

；'，如图，当%，%'%"%'%，6"%时，'%；'

为等边三角形，则%，3"%为线段 %(的长

度，所以
%，6"%
%，3"%

'?15 ,】)'槡
,
,
，

,，/' 

，89:r利用大招攻略 ,向量

三角不等式判断即可，

【解析】对于&，%，%6%"%D%，6"%一定不

成立；

对于；，当 "'，时成立；

对于C，当非零向量 ， 与 " 共线，方向相

反，且%，%*%"%时成立；

对于+，当非零向量 ， 与 " 共线，且方向

相同时成立，!" #$!，

3456 向量 ，3" 与非零向量 ，，"

的模及方向

rr（$）当 ， 与 " 不共线时，，3" 的方

向与 ，，" 的方向都不相同，且%，3"%）

%，%3%"%&

rr（，）当 ， 与 " 同向时，，3"，，，" 的

方向相同，且%，3"%'%，%3%"%&

rr（,）当 ， 与 " 反向时，若%，%D%"%，

则 ，3"的方向与 ，的方向相同，且%，3

"%'%，%6%"%；若%，%）%"%，则 ，3"的方向

与 "的方向相同，且%，3"%'%"%6%，%；若

%，%'%"%，则 ，3"为零向量&

rr（（）对于方向不定的非零向量 ，，"，

%，3"%012'%，%3%"%，%，3"%045 '%%，%6

%"%%&r

-， ，89:r根据题意，利用向量

三角不等式求解即可 

【解】易知%；!"" '$；!
##

6$%!"" ，

当$%!"" ，$；!
##

同向共线时，%%；!"" %'%$%!"" %6

%$；!
##

%',；

当$%!"" ，$；!
##

反向共线时，%%；!"" %'%$%!"" %3

%$；!
##

%'$,；



当$%!"" ，$；!
##

不共线时，由%%$%!"" %6%$；!
##

%%）

%$；!
##

6$%!"" %）%$%!"" %3%$；!
##

%，可得 ,）%%；!"" %）$,，

综上，%%；!"" %的取值范围为［,，$,］，

2， r【解析】根据向量加法的平行四边形法

则及向量减法的几何意义，即可判断 ，，

#，$&'；

，6"'；%!"" ，$6%'('!
##

，而 ；%!"" 3('!
##

'，，! !

$%，

e， r【解析】由于%%；!"" %'%，%'$，%；'!"" %'%"%'

$，%%'!"" %'%，3"%'槡，，则%，%
，3%"%，'%，3"%，，

即%%；!"" %，3%；'!"" %，'%%'!"" %，，所以'%；'为等腰

直角三角形，!"!，

o， r【解析】如图，%(!"" 与%+!"" 方向不同，! ，

&'；

；(!
##

与'+!"" 方向相反，!#&'；

因为(，+在边；'上，满足；('(+'+'，

所以%；!"" 3%+!"" '，%(!"" ，%'!"" 3%(!"" '，%+!"" ，由&选项

分析知%(!"" 与%+!"" 不相等，!$&'；

%；!"" 3%'!"" '%(!"" 3(；!
##

3%+!"" 3+'!"" '%(!"" 3%+!"" 3（(；!
##

3

+'!"" ），因为(；!
##

3+'!"" '，，所以 %；!"" 3%'!"" '%(!"" 3

%+!"" ，!!$%，!"!，

，，，r【解析】 %%；!"" 6；'!"" 3'(!
##

%'%%；!"" 3（'；!"" 3

'(!
##

）%'%%；!"" 3'%!"" %'%'；!"" %'，，

；，$rEr【解析】当 ，与 "同向共线时，%，6"%

取得最小值 （6,'$；当 ，与 "反向共线时，

%，6"%取得最大值 ,3（'E，

)，
$，
.
r【解析】如图，以%；，%'为邻边作出平

行四边形%；('，连接%(，因为%%；!"" 3%'!"" %'

%%；!"" 6%'!"" %，所以%%(!"" %'%'；!"" %，所以平行四边

形%；('是矩形，由于%%；!"" %'（，%%'!"" %',，故

%'；!"" %'.，当%"(；'时，%%"!"" %取得最小值，

最小值为
（F,
.
'$，
.
，



)*56 （$）在平行四边形 %；'(

中，记%；!"" '，，%(!"" '"，"对角线的平方和

等于四条边的平方和，即%，3"%，3%，6

"%，'，（%，%，3%"%，）；#若%，3"%'%，6

"%，则平行四边形 %；'(为矩形；；若

%，%'%"%，则平行四边形%；'(为菱形；

%若%，%'%"%'%，3"%，则平行四边形

%；'(是$%；''@】)的菱形；&若

%，%'%"%'%，6" %，则平行四边形

%；'(是$(%；'@】)的菱形，

（，）一般将向量放在具体的几何图形

中，常见的有三角形、四边形（平行四

边形、矩形、菱形）及正六边形等，

*，$，槡, ）r竖直向上r【解析】如图，以

$%，$；为邻边作平行四边形；$%'，连接

$'，设$'!"" ''，则'$3'， ''，即$%!
##

3$；!"" '

$'!"" ，由题知$$%''@】)， %$%!
##

%'，（，

%%'!"" %'%$；!"" %'$，，9$%'$'-】)，%$'!"" %'

$，槡,，9 '$ 与 '， 的 合 力 大 小 为

$，槡, ），方向为竖直向上，

,，【解】（$）$+!"" 3%；!"" 3+%!"" '$+!"" 3+%!"" 3%；!"" '$%!
##

3

%；!"" '$；!"" ，

（，） %；!"" 3'%!"" 6'+!"" 6+%!"" ''%!"" 3%；!"" 6（'+!"" 3

+%!"" ）''；!"" 6'%!"" '%；!"" ，

（,）因为(，+，,分别是边 ；'，%'，%；的

中点，所以 ,+'
$
，
；''；(，又因为 ,+，

；'，所以 ,+!"" '；(!"" ，所以 %；!"" 3,+!"" 3('!"" '

%；!"" 3；(!"" 3('!"" '%(!
##

3('!"" '%'!"" ，

-，【证明】因为 ，3$'"3%，所以 ，6"'%6$，

因为向量 $%!
##

'，，$；!"" '"，$'!"" '$，$(!"" '%，

所以$%!
##

6$；!"" '$(!"" 6$'!"" ，即 ；%!"" ''(!"" ，所以

；%，'(，且 ；%''(，所以四边形 %；'(

是平行四边形，



)，e，o，"#$=>:;

2，'r【解析】当 C）】 时，%C，%'C%，%不成

立，， ，&'；

%C，%是一个非负实数，而%C%， 是一个向

量，， #&'；

当C'】或 ，'， 时，%C，%'】，， !&'，

，" $，

e， r【解析】8点'在线段 %；上，且
%'
'；
'

,
E
，9%''

,
$】

%；，；''
E
$】

%；，则 %'!"" '

,
$】

%；!"" ，；'!"" 'E
$】

；%!"" ，， ，##&'；

；'!"" 'E
$】

；%!"" '6E
$】

%；!"" ，%'!"" ',
$】

%；!"" '6,
$】

；%!"" ，

， $&'，!$%，

o，+/'r 【解析】 %+!"" 3%,!"" '%；!"" 3；+!"" 3%(!
##

3

(,!"" '%；!"" 3%(!
##

'%'!"" ，所以%+!"" 3%,!"" 6%'!"" '，，，

，$%；

%+!"" '%；!"" 3；+!"" '%；!"" 3$
,
；(!"" '%；!"" 3$

,
（%(!

##

6

%；!"" ）'
，
,
%；!"" 3$

,
%(!

##

，， #$%；

%,!"" '%；!"" 3；,!"" '%；!"" 3，
,
；(!"" '%；!"" 3，

,
（%(!

##

6

%；!"" ）'
$
,
%；!"" 3，

,
%(!

##

，， $$%；

因为+为线段；(上靠近；的三等分点，

所以 ；+!"" '$
，

+(!"" ，易知'；+1+'(+%，

则 ；1!"" '$
，

%(!
##

，所以 ,1!"" '；1!"" 6；,!"" '$
，

%(!
##

6，
,

；(!"" '$
，

%(!
##

6 ，
,

（%(!
##

6%；!"" ）'
，
,

%；!"" 6$
@
%(!

##

，， !&'，，" ，#$，

，，'r【解析】连接%；，$'，如图所示，

因为%'(；'，所以 %；为圆 $的一条直

径，故$为%；的中点，

所以"%!"" 3"；!"" '（"$!"" 3$%!
##

）3（"$!"" 3$；!"" ）'



，"$!"" ，所以 %"%!"" 3"；!"" 3，"'!"" %'%，"$!"" 3

，（"$!"" 3$'!"" ） %'%（"$!"" 3，$'!"" %,（ %"$!"" %3

，%$'!"" %'（F，3，F$'$】，当且仅当点 "，

$，'共线且 "$!"" ，$'!"" 同向时，等号成立，

因此%"%!"" 3"；!"" 3，"'!"" %的最大值为 $】，，

" $，

；，【解】 （ $）
，
,

$
，
（，，3（"）6（（，6"）） ] '

，
,
［（，3，"）6（（，6"）］ '

，
,
（,"6,，）'

，"6，，，

（，）因为 ,（ （3，）3，（ （6，，）6（（ （6，3

"）'（3,，6（"'，，故 （'（"6,，，

，"#?@ABCDE

)，/r【解析】由图可知，，'$%!
##

，"'$；!"" ，连

接；%，所以 ，6"'$%!
##

6$；!"" '；%!"" '#$6,#，，

，" #，

*，+r

789:rr r rrr r 易知 %(!
##

在'%'(

中，可先用 %'!"" ，'(!"" 表示 %(!
##

，再根据

；'!"" '，'(!"" 将'(!"" 用；'!"" 表示，使 '(!"" 最

终可以用%'!"" ，%；!"" 表示，最后合并同类

项即可求得结果，

【解析】 %(!
##

'%'!"" 3'(!"" '%'!"" 3$
，
；'!"" '%'!"" 3

$
，
（%'!"" 6%；!"" ）'

,
，
%'!"" 6$

，
%；!"" ，，" ，，

,， r【解析】%'!"" '%；!"" 3；'!"" '，6，"，%(!
##

'%'!"" 3

'(!"" ',，6@"，即 %'!"" '$
,
%(!

##

，所以 %，'，(

三点共线，，" !，

-， r【解析】由 .%；!"" '6,'(!"" 知 %；!"" ，'(!"" 且

%%；!"" %）%'(!"" %，故此四边形为梯形，又因

为%%(!
##

%'%；'!"" %，所以梯形 %；'(为等腰

梯形，，" !，

2.，'r【解析】因为 ， 与 " 不共线，且 %；!""

与 %'!"" 共 线， 所 以 C%；!"" '%'!"" ， 即



C'2，

C3'6$，， 即323$'】，Co $，

22， r 【解析 】 因为 %'!"" ', %#!
##

， %0!"" '

23
$
,( ) %；!"" 3 $

-
%'!"" ， 所 以 %0!"" '

23
$
,( ) %；!"" 3$

,
%#!

##

，因为 ；，0，#三点共

线，所以23
$
,
3$
,
'$，解得 2'

$
,
，C

o !，

2e，6，r【解析】依题意 #$ 与 #， 是不共线

的向量，3#$3（#， 与#$33#， 共线且方向相

反，所以

3）】，

3
$
'（

3
，， 解得3'6，，

，&12 利用向量共线定理求参数

时忽略方向要求致错

rr利用向量共线定理求参数时，要

注意系数的正负与两向量方向的关

系，本题中要求共线的向量方向相

反，所以3小于 】，

2o，,r【解析】连接 %0（图略），因为 ；0!"" '

，0'!"" ，%"!"" 'C%；!"" ，%#!
##

'，%'!"" （CD】，，D】），所

以 %0!"" '%；!"" 3；0!"" '%；!"" 3 ，
,

；'!"" '%；!"" 3

，
,
（%'!"" 6%；!"" ） '

$
,

%；!"" 3 ，
,
%'!"" ' $

,C
%"!"" 3

，
,，

%#!
##

，因为 "，0，#三点共线，所以
$
,C
3

，
,，
'$ （CD】，，D】），所以 C3，，'（C3

，，）
$
,C
3，
,，( ) ' ., 3，，,C3，C,，*

.
,
3

，
，，
,C

·
，C
,，槡 '.

,
3（
,
',，当且仅当

，，
,C
'

，C
,，

，即，'C'$ 时等号成立，所以 C3，，

的最小值为 ,，

2，，（$）【解】由题意知，%；!"" '，，%(!
##

'"，可得

；(!"" '%(!
##

6%；!"" '"6，，

由(,!"" ',,；!"" ，可得；,!"" '$
（
；(!"" ，

所以%,!"" '%；!"" 3；,!"" '%；!"" 3$
（
；(!"" '，3

$
（
（"6

，）'
,
（
，3
$
（
"，



（，） 【证明】连接 +,，+'（图略），因为

%+!"" '，+；!"" ，所以%+!"" '，
,
%；!"" ，

所以 +,!"" '%,!"" 6%+!"" ',
（

，3
$
（

"6
，
,

，'

$
$，

，3
$
（
"，

又+'!"" '+；!"" 3；'!"" '$
,
，3"，所以 +'!"" '（+,!"" ，

所以+，,，'三点共线，

，*?@ 用几何图形中的已知向量

表示未知向量的方法

rr（$）观察待表示向量的位置；

rr（，）寻找相应的平行四边形或三

角形；

rr（,）运用法则找关系，表示出未

知向量，

rr在求解时，要注意以下三点：

rr（$）注意相等向量、相反向量、共

线向量与已知向量或待表示向量之

间的关系；

rr（，）注意应用向量加法、减法的

几何意义以及它们的运算律；

rr（,）注意在封闭图形中利用向量

求和的多边形法则，

2， r 【解析】 因为 . （ ，6，"） 6（ （ "3

,，）6$'6E，6$（"6$'，，

所以$'6E，6$（"，

e，+

789:r本题的解题关键是

通过平面向量的运算对 ',!"" '-%；!"" 3

.%'!"" 进行适当变形，再利用三点共线

定理求解即可，

【解析】 ',!"" '-%；!"" 3.%'!"" '-（'；!"" 6'%!"" ）3

.%'!"" '-'；!"" 6（-3.）'%!"" ，因为 %+!"" '，+'!"" ，所

以'%!"" ','+!"" ，即 ',!"" '-'；!"" 6,（-3.）'+!"" ，由

,，；，+三点共线，可得 -6,（-3.）'$，即

，-3,.'6$，!-$%，又 (为 ；'的中

点，所以 '；!"" '，'(!"" ，即 ',!"" '，-'(!"" 6（-3

.）'%!"" ，由,，(，%三点共线，可得 ，-6（-3

.）'$，即-6.'$，!/$%，!" ，，



o，+r 【解析】 8 ， 0%!"" 3， 0；!"" 30'!"" '，，

9，（0%!"" 30；!"" ）''0!"" ，设 (为 %；边的中

点，连接 (0，则 （0(!"" ''0!"" ，如图，(，0，'

三点共线， %0(!"" %'
$
.
%'(!"" %，94'%；0 G

4'%；''
$
.
，!" ，，

，，/r【解析】8$是'%；'的重心，9$%!
##

3

$；!"" 3$'!"" '，，8$0!"" '$
, ( ，$%!##

3 $
，

$；!"" 3

$
，
$'!"" ) ' $, ） ,， $%!

##

3 $
，

（ $%!
##

3$；!"" 3

$'!"" ） ]'$, ·
,
，
$%!

##

'$
，
$%!

##

，9点0是；'

边中线的三等分点（非重心），!" #，

；，
$
（
（"6，）r【解析】如图所示，在-%；'(

中，连接；(，设%'交；(于点$，

因为%#!
##

',#'!"" ，所以#'!"" '$
（
%'!"" '$

，
$'!"" ，

所以#为$'的中点，

又"为 ；'的中点，所以 "#'
$
，
；$，且

"#，；$，

所以"#!"" '$
，
；$!"" '$

（
；(!"" '$

（
（"6，），

）<=>
r r rr"#!"" '"；!"" 3；%!"" 3%#!

##

'6$
，
"6

，3
,
（

%'!"" '6 $
，

"6，3
,
（

（ ，3"）'

$
（
（"6，）&

)，（$）【证明】因为 ；(!"" '；'!"" 3'(!"" '（#$ 3#， 3

:#$6-#， '$，#$6:#， '（（,#$6，#，）'（%；
!"" ，

所以%；!"" 与 ；(!"" 共线，所以 %，；，(三点

共线，

（，）【解】因为 ，C#$ 3#， 与 #$ 3C#， 共线，



所以存在实数 ，，使 ，C#$ 3#， '，（#$ 3

C#，），因为#$，#， 不共线，所以
，C'，，

$'C，，， 所

以C'H槡
，
，
，

（,）【解】假设#$3C#， 与C#$3#， 共线，则

存在实数 2，使 #$3C#， '2（C#$3#，），因

为#$，#， 不共线，所以
$'C2，

C'2，， 所以 C'

H$，因为#$3C#， 与 C#$3#， 不共线，所以

C的取值范围是（6I，6$）.（6$，$）.

（$，3I），

*，【解】（$）由题意可知，%0!"" '%；!"" 3；0!"" '%；!"" 3

$
,
；'!"" '%；!"" 3$

,
（；%!"" 3%'!"" ）'

，
,
%；!"" 3$

,
%'!"" ，

9%$!
##

'$
，
%0!"" '$

,
%；!"" 3$

@
%'!"" ，设 %；!"" '-%+!"" ，

则%$!
##

'-
,
%+!"" 3$

@
%'!"" ，8,，$，+三点共

线，%,!"" '%'!"" ，9'，$，+三点共线，9
-
,
3

$
@
'$， 解得 -'

.
，
， 9%+'

，
.

%；，

9
%+
+；
'，
,
，

（，）8%；!"" '%+!"" 3+；!"" '（$3C）%+!"" ，同理可得

%'!"" '（$3，）%,!"" ，由（$）可知，%$!"" '$
,
%；!"" 3$

@

%'!"" ，9%$!"" '$
3C
,

·%+!"" 3$3，
@

%,!"" ，8+，$，,三

点共线，9
$3C
,
3$
3，
@
'$，整理得 ，C3，'

,，9
$
C
3$
，
'$
, ( $C3$， ) ·（，C3，）'

$
, ( , 3 ，

C
3 ，C

， ) *
$
, ( , 3

， ，
C
·
，C
，槡 ) ',3，槡，, ，当且仅当 ，'

槡，C，即，',槡， 6,，C'
@6,槡，
， 时等号成

立，9
$
C
3$
，
的最小值为

,3，槡，
,

，

)，e，，，"#$=#?



2，'r【解析】根据平面向量数量积的定义

知（，·"）·$与 $共线，，·（ "·$）与

，共线，，，&'；当 ，·$'"·$时，，与

"不一定相等，如 ，($且 "($时，，·$'

"·$'】，但 ，，" 可能不相等，， #&'；

根据平面向量共线定理知，若 ，，"，则

/C0#，使 "'C，，， $$%；根据平面向

量数量积的定义知，，· " '%， %%" %·

ABC〈，，"〉，所以%，·"%,%，%%"%，， !

&'，

e，/r【解析】 （%；!"" 3'%!"" ）·%；!"" '%；!"" ， 3'%!"" ·

%；!"" '%；!"" ， 6%'!"" ·%；!"" '$@6,F（F 6
$
，( ) '

，，，， #$%，

·&12 确定向量夹角时忽略共起

点致错

rr利用定义法求

数量积时，需要明

确两个量，一个是

模，一个是夹角，当

向量以'%；'为背景时，要注意向量

%；!"" 与 %'!"" 的夹角是$；%'，而 %；!"" 与

'%!"" 的夹角是，6$；%'，

o，+r【解析】由已知得 ，·"'$F,F
$
,
'

$，所以（，3，"）·（，，6"）'，%，%，3,，·

"6，%"%，'，3,F$6，F-'6$,，， ，$%，

?@56 利用定义法求平面向量数

量积时，

"需要明确相关向量的模及夹角，再

利用公式 ，·"'%，%%"%ABC#（#为 ，，

"的夹角）求解；

#若相关向量是两个或两个以上向

量的线性运算，则需先利用数量积的

运算律进行化简，

，，/r【解析】作出图形如图所示，



设(0!"" 'C('!"" 'C%；!"" （】,C,$），则 %0!"" '

%(!
##

3C%；!"" ，所以 %0!"" ·%；!"" '（%(!
##

3C%；!"" ）·

%；!"" '%(!
##

·%；!"" 3C%；!"" ， '（，因为在平行四边

形%；'(中，已知%；'（，%('，，$(%；'

@】)，所以%0!"" ·%；!"" '，F（FABC@】)3$@C'

（，解得 C'】，则点 0与点 (重合，所以

；0!"" '%0!"" 6%；!"" '%(!
##

6%；!"" ，则 %0!"" ·；0!"" '%(!
##

·

（%(!
##

6%；!"" ）'%(!
##

，6%(!
##

·%；!"" '（6（'】，， #

$%，

?@56 解决图形中的数量积问

题，要充分利用图形特点及其含有的

“已知”向量，这里的“已知”向量是指

具有特殊夹角或已知长度的向量等，

；， r【解析】设 ，·"'3，由题意可知，3*

】，%，6"%'，，·"，两边同时平方可得 ，，3

"，6，，·"'（（，·"），，即 ，3， 336$'】，解

得3'
$
，
（负值舍去），故 ，在 "上的投影

向量为
，·"
%"%，

·"'
$
，
"，， !$%，

)，/r【解析】如图，因为 ，%$!"" '%；!"" 3%'!"" ，所

以 $为 ；'边 的 中 点， 所 以 ；'为

'%；'外接圆的直径，$；%''，
， 且

$%'$；'$''5（5为'%；'外接圆的

半径），

又%%；!"" %'槡, %%$
!"" %'槡,5，所以%%'

!"" %'

%；'!"" %，6%%；!"" %槡
， ' （，5） ，6（槡,5）槡

，
'

5'
$
，
%；'!"" %，所以$%；''，

@
，则 ；%!"" 在

；'!"" 上的投影向量为 %；%!"" %ABC$%；'·

；'!""

%；'!"" %
'槡,5·

；'!""
，5
ABC，
@
' ,
（

；'!"" ，， #

$%，

*，，槡,r【解析】因为向量 ，，" 的夹角为

，
@
，%，%',，%"%'（，所以 ，·"'%，%·



%"%ABC，
@
',F（F槡

,
，
'槡@ , ，

所以 " 在 ， 上的投影向量为
，·"
%，%，

·，'

槡@ ,
,，

，'槡
， ,
,

，，

所以 " 在 ， 上的投影向量的模为

槡， ,
,
%，%'槡

， ,
,
F,'槡， ,，

,，【解】#$，#， 是单位向量，且 #$，#， 的夹

角为
，，
,
，则 #$·#， '%#$ %%#， %ABC

，，
,
'

$F$F 6
$
，( ) '6$， ，，·"'（#$ 3#， ）·

（，#$6#，）'，#
，
$ 6#

，
， 3#$·#， '，6$6

$
，
'

$
，
，"， '（，#$6#，）

， '（#，$ 3#
，
， 6（#$·#， '

（3$6（F 6
$
，( ) 'E，故 ， 在 " 上的投影

向量为
，·"
%"%，

"'

$
，
E

"'
$
$（

"，

·&12 误认为投影向量为数量致错

rr投影是一种变换，投影向量是向

量不是数量，所以在写投影向量时不

要漏写对应的向量，

-，+/r【解析】对于 &，若 ，，" 的夹角为钝

角，则 ABC〈 ，，"〉）】，所以 ，·"'%，%·

%"%ABC〈，，"〉）】，， ，$%；对于 ；，因为

%，6"%，'，，3"，6，，·"，%，3"%， '，，3"，3

，，·"，又%，6"%'%，3"%，所以 ，·"'】，

又 ，，"都是非零向量，所以 ，("，，#$

%；对于C，当 ，，"同向时，有 ，·"D】，此

时夹角为 】，，$&'；对于+，若 ，'，"，

则 ，3"',"，，6,"'6"，所以 ，3"与 ，6,"

反向，， !&'，

2.，+r【解析】因为%，%'，，%"%'（，，·"'

.，所以 ，·（，6"）'，，6，·"'（6.'6$，

则%，6"%' （，6"）槡
， ' ，，6，，·"3"槡

， '

（6$】3槡 $@ '槡$】，故 ABC〈 ，， ，6"〉 '

，·（，6"）
%，%%，6"%

'
6$

，F槡$】
'6槡$】

，】
，， ，$%，

22，'r【解析】设 ，，" 的夹角为 #，则 】,

#,，，因为非零向量 ，，" 满足%，%'（，



%，36"%（60#）的最小值为 ，，所以 ，， 3

，6，·"36，"， '6，"，3:6%"%ABC#3$@的最小

值 为
（F"，F$@6（:%"%ABC#） ，

（F"，
' $@ 6

$@ABC，#'（，可得 ABC，#'
,
（
，即 ABC#'

H槡
,
，
，可得#'

，
@ 或#'

.，
@
，， $$%，

2e，'r【解析】因为%，%',，%"%'，，%，3

"%'槡$- ，所以%，3"%
， '，，3，，·"3"， '

-3，，·"3（'$-，解得 ，·"',，

所 以 %，， 6," %' （，，6,"）槡
， '

（，，6$，，·"3-"槡
， ' （F-6$，F,3-F槡 （ '

@，，$$%，

·B+, %，%' ，槡
，
或 ，· ，'，， '

%，%， 是求向量的模及用向量求解一

些长度的依据&

2o，/r【解析】已知菱形 %；'(的边长为

$，$%'@】)，%；!"" '，，；'!"" '"，%'!"" '$，

因为$'，3"，，·"'%，%%"%·ABC@】)'
$
，
，

所以 %， 3，" 3$%' （，，3,"）槡
， '

（，，3-"，3$，，·槡 "'槡$-，， #$%，

2，，（r【解析】因为%，%'$，向量 ，，" 的夹

角为 @】)，所以 ，· " '%，%%"%ABC@】)'

$
，
%"%，由（ （，6"） ·"'6:，得 （，·"6

"， '6:，即%"%，6，%"%6:'】，解得%"%'（

（负值舍去），

2；，+r【解析】乙：%，，6"%'%，"3，%等价于

（，，6"） ， '（，"3，） ，，即 （，， 6（，·"3"， '

（"，3（，·"3，，，因为 ，("，所以 ，·"'

】，所以乙等价于 ，， '"，，即%，%'%"%，所

以甲是乙的充要条件，， ，$%，

2)，，r【解析】8%，%'槡， ，%"%'$，，与 "的

夹角为 （.)，（C"6，）(，，9（C"6，）·，'

C，·"6，， 'CF槡，F$FABC（.)6，'】，解得

C'，，9实数C的值为 ，，

2*，，
（
r【解析】如图，在'%；'中，设角 %

的平分线交 ；'于点 (，因为 %；!"" ·%'!"" '

】，所以%；(%'，设
%；!""

%%；!"" %
'%+!"" ，

%'!""

%%'!"" %
'%,!"" ，



记%+!"" 3%,!"" '%C!"" ，连接,C，+C，因为%%+!"" %'

%%,!"" %'$，所以四边形%+C,为正方形，所

以%C为角%的平分线，故点C在%(上，

因为 ( %；!""

%%；!"" %
3%'!""

%%'!"" %) ·；'!"" '】，所以%C!"" (

；'!"" ，即%C(；'，故 %((；'，则 %；'%'，

'%；'为等腰直角三角形，所以；'，
（
，

2,，【解】 （ $）由向量 ，， " 满足%，%'槡， ，

%"%',，且（，，3"）(（,，6"），

可得（，，3"）·（,，6"）'@ ，，3，·"6"， '

$，3，·"6-'】，可得 ，·"'6,，

设向量 ， 与 " 的夹角为 #，可得 ABC#'

ABC〈，，"〉'
，·"
%，%%"%

'
6,

槡，F,
'6槡，
，
，

因为#0［】，，］，所以#'
,，
（
，即向量 ， 与

"的夹角为
,，
（
，

（，）由%6，3"%'槡$E得%6，3"%
， '6，，， 3

，6，·"3"， '，6，6@63-'$E，

即6，6,66（'】，解得6'（或6'6$，

2， r 【解析】80；!"" 60%!"" '%；!"" ，0；!"" 30%!"" 6

，0'!"" ''；!"" 3'%!"" ， （0；!"" 60%!"" ） ·（0；!"" 30%!"" 6

，0'!"" ）'】，9%；!"" ·（'%!"" 3'；!"" ）'】，设 (为

%；中点，连接'(，则%；!"" ·，'(!"" '】，9'(

垂直平分边 %；，故'%；'的形状一定为

等腰三角形，， !$%，

e，+r【解析】由题意可得，$%!
##

在 %；!"" 上的

投影向量为6
$
，

%；!"" ，所以 $%!
##

· %；!"" '

6$
，
%；!"" ， '6$:，， ，$%，

o，+r【解析】如图，取 ；'的中点 "，连接

%"，则 %；!"" 3%'!"" '，%"!"" ，因为 %；'%'',，



；''（，所以 %"(；'，；"'，，所以 %"'

%；，6；"槡
， '槡. ，所以 %0!"" ·（%；!"" 3%'!"" ）'

%0!"" ·，%"!"" '，%%"!"" %%%0!"" %·ABC〈%0!"" ，%"!"" 〉 '

，%%"!"" %，'，F.'$】，! ，$%，

，， r 【解析】 %；!"" · ；(!
##

'6；%!"" · ；(!
##

'

6%；%!"" %%；(!
##

%·ABC〈；%!"" ，；(!"" 〉，如图，过点 (

作 ("(%；交 %；于点 "，则 %；(!
##

%·

ABC〈；%!"" ，；(!"" 〉'%；"!"" %，因为%('
$
,
%''

$，$%'@】)，所以 %"'
$
，
%('

$
，
，所以

；"'%；6%"'，6
$
，
',
，
，故 %；!"" ·；(!"" '

6，F
,
，
'6,，

·<=> 如图，由$%'@】)，%；'，，

%'',，可得 %；!"" ·%'!"" '%%；!"" %%%'!"" %·

ABC$%'，F,F
$
，
',，因为 (为边 %'

上一点，且 %'!"" ',%(!
##

，所以 %(!
##

'

$
,
%'!"" ，所以；(!"" '%(!

##

6%；!"" '$
,
%'!"" 6%；!"" ，

所以 %；!"" ·；(!"" '%；!"" ·
$
,
%'!"" 6%；!""( ) '

$
,
%；!"" ·%'!"" 6%；!"" ， '$

,
F,6，， '6,，! !

$%，

；，/r 【解析】 %0!"" · %；!"" '%%；!"" %%%0!"" %·

ABC〈%；!"" ，%0!"" 〉，显然当点 0在线段 ('上



时，%%0!"" %ABC〈%；!"" ，%0!"" 〉最大，如图，过点 '

作'"(%；，交%；的延长线于点"，此时

%%0!"" %ABC〈%；!"" ，%0!"" 〉 '%"，又$'；"'，
（
，

则 ；"'槡
，
，
；''槡， ，则 %"'，3槡， ，则

（%0!"" ·%；!"" ）012'，F（，3槡， ）'（3槡， ，，） #

$%，

)，【解】（$）因为%，%'槡， ，%"%'$，〈，，"〉'

，
（
，所以 ，·"'%，%%"%ABC〈 ，，"〉'槡， F

$FABC，
（
'$，%，6，"%， '（，6，"） ， '，， 6

（，·"3（"， '（槡， ）
，
6（F$3（F$， '，，所以

%，6，"%'槡，，

（，）由（$）知，$%!"" ·$；!"" '，·"'$，因为%1!"" ·

（$1!"" 6$；!"" ）'（$1!"" 6$%!
##

） ·（$1!"" 6$；!"" ）'

（6$%!
##

6$%!
##

）·（6$%!
##

6$；!"" ）'（6，66）$%!
##

，6（66

$）$%!
##

·$；!"" '，（6，66）6（66$）'，6，6,63$'

， 66
,
（( )

，

6 $
: *6

$
:
，当且仅当 6'

,
（

时，等号成立，故 %1!
##

·（$1!"" 6$；!"" ）的最小

值为6
$
:
，

*，【解】（$）因为%，%'槡, ，%"%'（，， 与 " 的

夹角为
，
@
，

所以 ，·"'%，%·%"%·ABC，
@
'槡, F（F

槡,
，
'@，

（，）由（$）可知，，·"'@，

因为%，，3"%， '（，，3"） ， '（，， 3（，· "3

"， '（F,3（F@3$@ '.，，所以%，，3"%'

，槡$,，

因为%，6"%， '，， 6，，·"3"， ',6，F@3

$@'E，所以%，6"%'槡E，



设 ，，3"与 ，6"的夹角为#，

（，，3"）·（，6"）'，，，6，·"6"， '，F,6

@6$@'6$@，

则 ABC # ' （，，3"）·（，6"）
%，，3"%·%，6"%

'

6$@

槡， $,F槡E
'6 槡: -$

-$
，

（,）因为向量 ）',，6" 与 *'，33" 的夹

角为锐角，

，"#FG$%5HIJKI5

L2MNOFG$%5P%Q'R 】 S

FG$%04$,-

所以（,，6"）·（ ，33"）D】 且 ,，6" 与

，33"不同向共线，

由（,，6"）·（ ，33"）',，， 3（,36$），·

"63"， ',F,3（,36$）F@63F$@D】，

解得3D6
,
，
，

若 ,，6"与 ，33" 同向共线，则存在实数

6D】，使得 ,，6"'6（ ，33"），即 ,，6"'

6，336"，

所以
,'6，

6$'36，， 解得3'6
$
,
，

所以当 ,， 6" 与 ， 33" 不同向共线

时，3）6
$
,
，

综 上， 实 数 3 的 取 值 范 围 是

6,
，
，6
$
,( ) . 6$

,
，3I( ) ，

)，e，567

2，+r【解析】$#!"" 6"#!"" 3"$!"" '$#!"" 3#"!"" 3"$!"" '

$"!"" 3"$!"" '，，! ，$%，

e， r【解析】由%，3"%'%，6"%，两边平方

得 ，，3"，3，，·"'，， 3"， 6，，·"，则 ，·

"'】，因此（，6，"）·"'6，"，，所以 ，6，"

在 "上的投影向量为
（，6，"）·"
%"%

·
"
%"%
'

6，"，! !$%，

o，+r【解析】因为（，6"）(（，3，"），所以

（，6"）·（，3，"）'】，即 ，，3，·"6，"， '

】，又 ，%，%',%"%）】，所以 ，·"'，"， 6



-
（
"， '6

$
（
"，，故 ABC〈 ，，"〉 '

，·"
%，%%"%

'

6$
（
"，

,
，
"，
'6$
@
，， ，$%，

，， r【解析】因为 ，，" 均为单位向量，所以

%，%'%"%'$，

又 "在 ，上的投影向量为
，·"
%，%，

·，'6
$
，
，，

所以 ， · " '6
$
，
， 所 以 %，6，"%'

（，6，"）槡
， ' ，，6（，·"3（"槡

， '

$，6（F6
$
，( ) 3（F$槡

， '槡E，， !$%，

；， r【解析】当 ，3" 与 6，6" 反向共线时，

6'6$，8 ，3" 与 6，6" 的夹角为钝角，

9（，3"）·（6，6"））】 且 6）6$，96，， 6

，·"36，·"6"， '66$3（66$），·"'66$3

（66$）F$F$F
$
，
',
，
（66$））】，解得 6）$，

且6）6$，， !$%，

)， r【解析】由 "'，6（ ，6"），可得%"%'

%，6（，6"）%,%，%3%，6"%'
,
，
，当且仅当

，，，6" 反向共线时，等号成立；%"%'%，6

（，6"）%*%%，%6%，6"%%'
$
，
，当且仅当

，，，6" 同向共线时，等号成立，所以%"%

的取值范围为 ） $， ，
,
， ] ，， !$%，

*，+r【解析】因为 ，，"，$为单位向量，+'

，3"3$，所以%+%,%，%3%"%3%$%',，当且

仅当 ，，"，$的方向都相同时，等号成立，

如图所示，作出$%!
##

'，，$；!"" '"，$'!"" '$，

当$%$；'$；$''$'$%'
，，
, 时

，以

$%，$；为邻边作平行四边形$%+；，连接

$+，则 $%!
##

3$；!"" '$+!"" ，且四边形 $%+；为



菱形，由$%$+'
$
， $%$；'，

,
，可得 '，

$，+三点共线，且'%$+为等边三角形，

%$+!"" %'%$%!
##

%'$，所以 +'$%!
##

3$；!"" 3$'!"" '

$+!"" 3$'!"" '，，此时%+%'】，综上所述，】,

%+%,,，即%+%的取值范围是［】，,］，， ，

$%，

,，，，r【解析】因为在直角梯形 %；'(中，

已知(+!"" '+'!"" ，；,!"" '$
，
,'!"" ，%；'.，%(',，

'('，，所以 ('!"" ' ，
.

%；!"" ，因为四边形

%；'(是直角梯形，所以 %；( %(，故

%；!"" ·%(!
##

'】，所以（%+!"" 3%,!"" ）·%'!"" '（%(!
##

3

(+!"" 3%；!"" 3；,!"" ） · （%(!
##

3('!"" ） ' ( %(!
##

3

$
，
('!"" 3%；!"" 3$

,
；'!"" ) ·（%(!

##

3('!"" ）'( %(!##

3

$
.
%；!"" 3%；!"" 3$

,
；'!"" ) · ( %(!

##

3，
.
%；!"" ) '

） %(!##

3@
.
%；!"" 3$

,
（；%!"" 3%(!"" 3('!"" ） ] · ( %(!"" 3

，
.
%；!"" ) '( %(!"" 3@

.
%；!"" 3 $

,
；%!"" 3 $

,
%(!"" 3

，
$.

%；!"" ) · ( %(!"" 3，. %；!"" ) '( （, %(!"" 3%；!"" ) ·
%(!

##

3，
.
%；!""( ) '（, %%(!

##

%， 3
:
$.

%(!
##

·%；!"" 3

%；!"" ·%(!
##

3，
.
%%；!"" %， '

（
,
F-3

，
.
F，.'$，3

$】'，，，

-，【解】（$）由题易得，%；'!"" %'$】，%0!"" '%；!"" 3

；0!"" '%；!"" 3 （
.

；'!"" '%；!"" 3 （
.

（%'!"" 6%；!"" ）'

$
.
%；!"" 3（

.
%'!"" ，

（，）延长%0交；'于点(，如图所示，

设 %0!"" 'C%(!
##

（C）】），则由 %0!"" '$
,
%；!"" 3

$
，
%'!"" ，得 C%(!

##

'$
,

%；!"" 3 $
，

%'!"" ，即 %(!
##

'

$
,C

%；!"" 3$
，C

%'!"" ，

由；，'，(三点共线，可得
$
,C
3$
，C
'$，解



得C'
.
@
，则%(!

##

'，
.
%；!"" 3,

.
%'!"" ，

；(!"" '%(!
##

6%；!"" ' ，
.

%；!"" 3 ,
.

%'!"" 6%；!"" '

6,
.
%；!"" 3,

.
%'!"" ',

.
；'!"" ，故

%；(!"" %

%；'!"" %
',
.
，

所以 4'%'0G4'%；0''(G；('
，
,
，

2.，【解】（$）当 C'
$
， 时

，+为 '(的中点，

可得%+!"" '%(!
##

3$
，
('!"" '$

，
%；!"" 3%(!

##

，

若%#!
##

'-%；!"" 3.%(!
##

，则 ；#!"" '%#!
##

6%；!"" '（-6

$）%；!"" 3.%(!
##

，因为 ,是 %(的中点，所以

；,!"" '%,!"" 6%；!"" '6%；!"" 3$
，
%(!

##

，结合；#!"" 与 ；,!""

共线，得
-6$
6$
'.
$
，

"，

由%#!
##

与%+!"" 共线，得
-
$
，

'.
$ #，由"#，

解得-'
$
.
，.'

，
.
，所以-6.'6

$
.
，

（， ） 根 据 题 意， 可 得 %；!"" · %(!
##

'

%%；!"" %%%(!
##

%ABC，
,
'$，，

由(+!"" 'C('!"" 'C%；!"" ，得 %+!"" '%(!
##

3(+!"" '

C%；!"" 3%(!
##

，则 ；+!"" '%+!"" 6%；!"" '（C6$）%；!"" 3

%(!
##

，由%,!"" '$
，
%(!

##

，得,+!"" '%+!"" 6%,!"" 'C%；!"" 3

$
，

%(!
##

，所以 ；+!"" · ,+!"" '［（C6$） %；!"" 3

%(!
##

］· C%；!"" 3$， %(!
##( ) '（C， 6C） %%；!"" %，3

,C
，
6$
，( ) %；!"" ·%(!

##

3$
，
%%(!

##

%， '$@（C， 6

C）3$，
,C
，
6$
，( ) 3 $， F@， '$@C， 3，C3

$，，根据二次函数的性质，当 C'6
$
$@时

，

；+!"" ·,+!"" 取得最小值，最小值为 $@ F

6$
$@( )

，

3，F6
$
$@( ) 3$，'$-$$@ ，



所以；+!"" ·,+!"" 的最小值为
$-$
$@

，

)，o!"#$%+,-.

!/0123
)，o，2!@A"#BCDE

2，/r【解析】对于 &，若存在实数 C$，C，，

使C$#$3C，#， '，成立，则C$ 'C， '】，，，

&'；

对于；，因为｛#$，#，｝是平面 $内所有向

量的一个基底，所以平面 $内任意向量

，都可以表示为 ，'C$#$3C，#，，其中 C$，

C，0#，， #$%；

对于 C，根据平面向量基本定理可得，

C$#$3C，#，（C$，C，0#）一定在平面 $内，

， $&'；

对于+，对于平面$内任意向量 ，，使 ，'

C$#$3C，#， 的实数 C$，C， 有唯一一对，，

!&'，

e，'r【解析】对于&，零向量与任意向量均

共线，所以这两个向量不可以作为基底，

不满足题意；对于 ；，因为 ，',#$ 3,#，，

"'#$3#，，所以 ，',"，所以这两个向量不

可以作为基底，不满足题意；对于 C，设

，'C"， 即 #$ 6，#， 'C（ #$ 3#， ）， 则

$'C，

6，'C，， 无解，所以这两个向量不共线，

可以作为一个基底，满足题意；对于 +，

因为 ，'#$ 6，#，，"'，#$ 6（#，，所以 ，'

$
，
"，因此这两个向量不可以作为基底，

不满足题意，

CD+, 判定两个向量能否构成基

底，主要看这两个向量是否为非零且

不共线的向量，一定要注意零向量不

能作为基底，

o，+r【解析】因为四边形 %；'(为平行四

边形， 所以 %；，'(，易知 '%$"+



''$(，故可得
$(
$"
''(
%"
'，，故$"!"" '$

,
·

("!"" '$
,
（(%!

##

3%"!"" ）'
$
,
6%(!

##

3$
，
%；!""( ) '

$
@
%；!"" 6$

,
%(!

##

，! ，$%，

，，/r 【解析】如图所示，过点 +分别作

+"(('，+#(%(，垂足分别为 "，#，可

知四边形("+#为矩形，

不妨设(+'8D】，由题意可知 (+'%,'

$
，

%+'8，在 >?'%(+中，可得 %('

%+，3(+槡
， '槡. 8，则 C45$%(+'

%+
%(
'

，槡.
.

，ABC$%(+'
(+
%(
'槡.
.
，可得 (#'

(+ABC$%(+'槡
.
.

8， ("'#+'(+·

C45$%(+'
，槡.
.

8，即 (#!"" '$
.

(%!
##

，("!"" '

，
.
('!"" ，所以 (+!"" '(#!"" 3("!"" ' $

.
(%!

##

3

，
.
('!"" '$

.
）3
，
.
*，! #$%，

；，+r 【解析】 由 %， ；， '三点共线得

%；!"" ，；'!"" ，

因为 %；!"" '#$ 63#，（30#），；'!"" '（#$ 3#，，

#$，#， 不共线，所以
$
（
'
63
$
，解得 3'

6$
（
，!， ，，

;<=> 由 %， ；， '三点共线得

%；!"" ，；'!"" ，设%；!"" '6；'!"" ，

因为 %；!"" '#$ 63#，（30#），；'!"" '（#$ 3

#，，所以 #$ 63#， '6（（#$ 3#， ），即（$6

（6）#$3（6366）#， '，，



又#$，#， 不共线，所以
$6（6'】，

6366'】，， 解得

6'
$
（
，

3'6
$
（
，










，" ，，

)，/r【解析】设；C'-；+，-0（】，$），由题意

得；C!"" '-；+!"" '-（；'!"" 3'+!"" ）'-；'!"" 3，-
,
'(!"" '

-；'!"" 3，-
,
；%!"" ，因为 %，C，'三点共线，所以

-3
，-
,
'$，解得 -'

,
.
，所以 ；C!"" ',

.
；+!"" ，

所以；,!"" 'C；+!"" 3，；%!"" '.
, C；C!"" 3，；%!"" ，又 %，

C，,三点共线，所以
.
, C3，'$，所以

,
C
3

$
，
' ,

C
3$

，( ) .
, C3，( ) '@3,，C3.C,，*

@3，
,，
C
·
.C
,，槡 '@3，槡. ，当且仅当

,，
C
'

.C
,，

，即 ，'槡
.
, C时，等号成立，故

,
C
3$

，

的最小值为 @3，槡.，， #$%，

*，
E$
，】
r【解析】因为 %(!

##

',(；!"" ，所以 %(!
##

'

,
（
%；!"" ，因为 0为 '(上一点，所以可设

'0!"" '3'(!"" （30 （ 】， $）），即 %0!"" 6%'!"" '

3（%(!
##

6%'!"" ）'3
,
（
%；!"" 6%'!""( ) ，又因为 %0!"" '

-%'!"" 3 ,
.
%；!"" （-0#），所以 （-6$） %'!"" 3

,
.
%；!"" '3

,
（
%；!"" 6%'!""( ) ，

又 %'!"" ， %；!"" 为 不 共 线 的 向 量， 所 以

-6$'63，

,
.
',
（
3，， 解得

3'
（
.
，

-'
$
.
，










所以%0!"" '$

.
%'!"" 3

,
.
%；!"" ，所以 %0!"" ·'(!"" '%0!"" ·（%(!

##

6%'!"" ）'

$
.
%'!"" 3,

.
%；!""( ) ·

,
（
%；!"" 6%'!""( ) '6$. F

（，3
-
，】
F.，6

-
，】
F（F.ABC，

,
'E$
，】

，



2， r【解析】对于 &，设 #$ 6#， 'C#$（C0

#），该式无解，所以 #$ 与 #$6#， 不共线，

故能作为平面内所有向量的一个基底，

， ，EFG<H；

对于；，设#$3，#， 'C（，#$3#，） （C0#），

该式无解，所以 #$ 3，#， 与 ，#$ 3#， 不共

线，故能作为平面内所有向量的一个基

底，， #EFG<H；

对于C，设#$3，#， 'C（#$6，#，）（C0#），

该式无解，所以 #$ 6，#， 与 #$ 3，#， 不共

线，故能作为平面内所有向量的一个基

底，， $EFG<H；

对于 +，因为 @#$ 6,#， '6,（#， 6，#$），所

以（@#$6,#，），（#， 6，#$ ），所以 @#$ 6,#，

与#，6，#$ 不能作为平面内所有向量的一

个基底，， !FG<H，，" !，

e，+r【解析】由 ,是线段 (+的中点得

(,!"" '$
，
(+!"" ，

由；'!"" ',+'!"" ，且四边形 %；'(为平行四

边形，得'+!"" '6$
,
；'!"" '6$

,
%(!

##

，

则 %,!"" '%(!
##

3(,!"" '%(!
##

3 $
，

(+!"" '%(!
##

3

$
，
（('!"" 3'+!"" ） '%(!

##

3 $
，

('!"" 6$
,
%(!

##( ) '
$
，
('!"" 3.

@
%(!

##

'$
，
%；!"" 3.

@
%(!

##

，故 ，'
.
@
，

，" ，，

o，+' r【解析】因为 %'!"" '%(!
##

3('!"" '%(!
##

3

$
，
%；!"" ，；"!"" '6%；!"" 3%"!"" '6%；!"" 3，

,
%(!

##

，

所以 %'!"" ·；"!"" ' %(!
##

3$
，
%；!""( ) · ( 6%；!"" 3

，
,
%(!"" ) '6，, %；!"" ·%(!"" 6$

，
%；!"" ，3，

,
%(!"" ， '

6，
,
%；!"" ·%(!

##

6:3@'6（，所以 %；!"" ·%(!
##

'



,，! $$%，

因为；'!"" '%'!"" 6%；!"" '%(!
##

6$
，
%；!"" ，

所 以 %；'!"" %' %(!
##

6$
，
%；!""( )槡

，

'

%(!
##

，6%(!
##

·%；!"" 3$
（
%；!""槡

， ' -6,3槡 （ '

槡$】 ，! !$%，

设%$!
##

'6%'!"" ，60 （ 】， $），则 %$!
##

'6%(!
##

3

6
，
%；!"" ，又 ；，$，"三点共线，所以/90

#，使%$!
##

'9%"!"" 3（$69）%；!"" '，9
,
%(!

##

3（$6

9）%；!"" ，由平面向量基本定理得

6'
，9
,
，

6
，
'$69，











，"#TUV5$%WX4YG

Z[\Y]"

解得

6'
$
，
，

9'
,
（
，










所以 %$!

##

'$
，

%'!"" '$
，

%(!
##

3

$
（
%；!"" ，

所以($!"" '%$!
##

6%(!
##

'$
，
%(!

##

3$
（
%；!"" 6%(!

##

'

6$
，
%(!

##

3 $
（

%；!"" ，! ，$%，#，'，!

" ，$!，

，，+/ r【解析】对于 &，当 -'
$
,
，.'

，
,

时，%1!
##

'$
,
%；!"" 3，

,
%'!"" ，即 ,%1!

##

'%；!"" 3，%'!"" ，

%1!
##

6%；!"" '，%'!"" 6，%1!
##

，

即；1!"" '，1'!"" ，所以
'1
；1
'$
，
，! ，$%；

对于；，由 0%!"" 30；!"" ''0!"" ，得 0%!"" 30%!"" 3%；!"" 3

0%!"" 3%'!"" '，， 所以 %0!"" '$
,
%；!"" 3$

,
%'!"" ，又

0，1两点重合，所以 %1!
##

'$
,
%；!"" 3$

,
%'!"" ，

! #$%；

如图所示，取%'的中点 (，则 %1!
##

'-%；!"" 3

，.%(!
##

，连接；(，过点 1作 "#，；(，与线

段'(交于点"，与射线%；交于点#，设



%"!"" '3%(!
##

，30［$，，］，则 %#!
##

'3%；!"" ，因为

"，1，#三点共线，所以设%1!
##

'C%"!"" 3（$6

C）%#!
##

'3·C%(!
##

33（$6C）%；!"" （CD】），由

%1!
##

'-%；!"" 3，.%(!
##

，得
，.'3C，

-'3（$6C），， 则 -3

，.'3，30［$，，］，］ $，'，!$%，］

" ，#!，

；，6
$
，
r【解析】设 ，63"'C（，，3"）'，C，3

C"，C0#，则有
$'，C，

63'C，， 解得

C'
$
，
，

3'6
$
，
，，

，"#^XTU$%Z_`aW

bc*de

)，【解】 （$）由已知得 +,!"" '+(!"" 3(,!"" '+(!"" 3

$
，
('!"" '.

@
%(!

##

3$
，
（(%!

##

3%；!"" 3；'!"" ）'
.
@
%(!

##

3

$
， (6%(!##

3%；!"" 3$
,
%(!

## ) '$， %；!"" 3$
，
%(!

##

，

（，）设%；!"" '，，%(!
##

'"，则 +,!"" '$
，
，3
$
，
"，

+"!"" 'C
，

，3C
，

"，%0!"" '，，，连接 %"（图

略），%"!"" '%+!"" 3+"!"" '$
@

"3C
，
，3C
，

"'

C
，
，3 C

，
3$
@( ) "，由 0，"，(三点共线，

设("!"" '3(0!"" ，30 （ 】，$），则 %"!"" '%(!"" 3

("!"" '3%0!"" 3（$63）%(!"" '3，，3（$63）"，

9

3，'
C
，
，

$63'C
，
3$
@
，， 9，'

,C
.6,C

，

8点0在线段 %C（不含端点）上，9，'

,C
.6,C

0 】，
$
，( ) ，9C0 】，

.
-( ) ，9,C， 3

，
$3，
',C， 6

@
. C3，', C6

$
.( )

，

3（E
，.

，当

C0 】，
.
-( ) 时，,C，3

，
$3，

0 ） （E，.，@$，E ) ，
9,C，3

，
$3，
的取值范围是

（E
，.

，
@$
，E） ) ，



)，o，e，@A"#$FG7HI

JK./l)，o，o，@A"#

8L<:;$JK./l

)，o，，，@A"#=>

:;$JK./

2，/ r【解析】同一个向量，无论位置在哪

里，坐标都一样，，，&'，!$%；

从原点出发的向量，其终点坐标与向量

的坐标相同，， #$%；

以点%为终点的向量有无数个，它们不

一定全相等，， $&'，

e，'r【解析】记$为坐标原点，则 $%!
##

'，,3

,-，$；!"" '（,3，-，所以 %；!"" '$；!"" 6$%!
##

'，,6-，

， $$%，

o，+r【解析】因为 ，'（$，6@），"'（6$，

】），所以 ，3,"'（6，，6@），， ，$%，

，，/r【解析】设$为坐标原点，8%；!"" '$；!"" 6

$%!
##

'$；!"" 6（6$，，）'（,，6@），9$；!
##

'（6$，

，）3（,，6@）'（，，6（），9；（，，6（），， #

$%，

；，/r【解析】因为 %（,，$），；（6，，，），所以

%；!"" '（6.，$），因为 $是坐标原点，所以

$%!
##

'（,，$），所以 %；!"" 3$%!
##

'（6，，，），， #

$%，

)，/ r【解析】设 "'（-，.），因为向量 ，'

（$，6，），，，"，所以6，-6.'】，可化为

.'6，-"，

又因为%"%'（%，%， 所 以 -，3.槡
， '（ F

$，3（6，）槡
， ，可化为-，3.， ':】 #，

由"#解得
-'（，

.'6:， 或
-'6（，

.':，，
即 " 的坐标可能是 （ （，6:），也可能是

（6（，:），，） #!，

*，+/ r【解析】由向量共线的条件可知，

，##$%，$&'；对于+，%'!"" '$'!"" 6

$%!
##

'（@，$，），%；!"" '$；!"" 6$%!
##

'（（，:），所以



%'!"" ',
，
%；!"" ，所以 %，；，'三点共线，， !

$%，

,，'r【解析】由题意得 ，3"'（,-，-3（），

，3$'（@，$】），因为（，3"），（，3$），所以

,】-'@-3，（，解得 -'$，则 $'2，3:"'

（2，,2）3（，:，，:）'（23，:，,23，:）'（.，

E），即
23，:'.，

,23，:'E，， 解得
2'$，

:'，，，
故23:',，， $$%，

-，【解】（$）8顶点；，'的坐标分别是（6$，

,），（,，（），9；'!"" '（,，（）6（6$，,）'（（，

$），

（，）设%（-，.），8(（，，，），

9%(!
##

'（，6-，，6.），8四边形 %；'(是平

行四边形，9%(!
##

'；'!"" ，9（，6-，，6.）'

（（，$），

即
，6-'（，

，6.'$，， 解得
-'6，，

.'$，， 9顶点 %的坐

标为（6，，$），

)，o，；）@A"#=#?$

JK./

2， r【解析】8，'（，，】），"' $
，
，槡
,
，( ) ，

9"·（，6"）'，·"6"， '，F
$
，
6 $
，( )

，

6

槡,
，( )

，

'】，， !$%，

e，+r【解析】以 %为原点，%；，%(所在的

直线分别为 -，.轴，建立如图所示的平

面直角坐标系，则%（】，】），,
,
，
，
$
，( ) ，

设+（-，$），-0［】，$］，则+%!"" '（6-，6$），

+,!"" ' ,
，
6-，6

$
，( ) ，



所以 +%!"" · +,!"" '6-
,
，
6-( ) 3 $， '

-6
,
（( )

，

6$
$@0

6$
$@

，
$
，） ] ，

!"#fP .'-6
,
（( )

，

6$
$@g

】，
,
（） ) ，ijkl/g

,
（
，$( ] ，ij

km

o，+r【解析】由向量 " 在向量 ， 上的投影

向量为
，·"
%，%，

· ， '
，C45 $
（

· （ ，， 】 ） '

（C45 $，】）'
$
，
，】( ) ，

所以 C45 $'
$
，
，所以 ，3" '（ ，， 】） 3

$
，
，槡
,
，( ) ' .

，
，槡
,
，( ) ，

所以%，3"%'
.
，( )

，

3槡,
，( )槡

，

'槡E，，

" ，，

，，/r【解析】以 %为坐标原点，%；所在的

直线为-轴，%(所在的直线为.轴，建立

如图所示的平面直角坐标系，所以 %（】，

】），；（@，】），'（@，（），(（】，（），设点 0的

坐标为（-，.），则 (0!
##

'（-，.6（），('!"" '（@，

】），因为(0!"" 'C('!"" ，所以（-，.6（）'C（@，

】），所以-'@C，.'（，即 0（@C，（），所以

0%!"" 30；!"" '（6@C，6（）3（@6@C，6（）'（@6

$，C， 6 : ）， 所 以 %0%!"" 30；!"" %'

（@6$，C），3（6:）槡
， ' ,@（，C6$），3槡 @（，

因为 C0 】，
，
,） ] ，所以当 C'

$
， 时

，

%0%!"" 30；!"" %045 ':； 当 C'】 时， %0%!"" 3

0；!"" %012'$】，所以%0%
!"" 30；!"" %的取值范围

是［:，$】］，， #$%，

；，+r【解析】8向量 ，'（ $，$），9%，%'

$，3$槡
， '槡，，8，·"'槡@，%"%'，，



9%，%%"%ABC〈，，"〉'槡， ，ABC〈，，"〉'槡@，

9ABC〈，，"〉'槡
,
，
，8】,〈，，"〉,，，

9〈，，"〉'，
@
，〉 ，$%，

)，
（
.
r（6I，】）.（】，.）r【解析】设 ， 与

，3" 的夹角为 #，则由 ，'（$，，），，3"'

（，，$），可得 ABC#'
，·（，3"）
%，%%，3"%

' （

槡.F槡.
'

（
.
，由题意，，3C"'（$3C，，6C），设 ， 与

，3C"的夹角为 ），则由 ） 为锐角，可得

ABC）'
.6C

槡.· ，C，6，C3槡 .
D】，

ABC）'
.6C

槡.· ，C，6，C3槡 .
）$，










解得 C）】

或 】）C）.，故实数C的取值范围为（6I，

】）.（】，.），

）&12 对夹角的理解出现错误而

致错

rr若两向量的夹角为锐角，则它们

的数量积为正，反之不成立，因为两

向量同向共线时，夹角为 】)，其数量

积也为正，同理，若两向量的夹角为

钝角，则它们的数量积为负，反之不

成立，因为两向量反向共线时，夹角

为平角，即 $:】)，其数量积也为负，

，*56 两个非零向量 ，，" 的夹角

#满足 】), #, $:】)， 且 ABC#'

，·"
%，%%"%

，若 ABC#'$， 则 #'】)；

若ABC#'】，则 #'-】)；若 ABC#'6$，

则#'$:】)；若ABC#）】 且 ABC#）6$，

则#为钝角；若ABC#D】且ABC#）$，则

#为锐角，

*，+/r【解析】对于&，%，%' 6，3槡 $*$，故

%，%的最小值为 $，〉 ，$%；对于 ；，若

，("，则6F，3$F6'】，即 6'】，〉 #$%；

对于C，若6'$，则 ，'（$，$），则与 ，垂直

的单位向量为 ( 槡，， ，6槡
，
， ) 或 ( 6槡，， ，



槡，
， ) ，! $&'；对于 +，若向量 ， 与向

量 "的夹角为钝角，则 ，·"）】 且 ， 与 "

不共线，即
，636）】，

6，），，， 即6）】 且 6）6槡， ，!

!&'，

,，【解】$0!"" '（，C，$6C），%；!"" '（6，，$），$0!"" ·

%；!"" '6（C3$6C'】，得 C'
$
.
，则%$0!"" %'

（
，.
3$@
，.槡 '，槡.

.
，

2，'

，89:r题目中给出了正方

形，可以直接建立平面直角坐标系，

将向量问题转化为坐标运算，

【解析】以 %为坐标原点，建立如图所示

的平面直角坐标系，根据题意可得 %（】，

】），；（@，】），"（@，$），#（（，@），9；#!"" '

（6，，@），%"!"" '（@，$），9；#!"" ·%"!"" '6，F

@3@F$'6@，! $·%，

e，+r【解析】由向量 ，'（】，$），，6"'（6，，

-），得 ，"6，'，6，（，6"）'（】，$）6，（6，，

-）'（（，$6，-），由 ，(（，"6，），得 ，·

（，"6，）'$6，-'】，所以-'
$
，
，!" ，，

o，/r【解析】取 ；'的中点 $，连接 %$，以

$为坐标原点，$'，$%所在直线分别为

-，.轴，建立如图所示的平面直角坐标

系，则%（】，，槡, ），'（ ，，】），设 0（-，】）

（6，,-,，），所以 0%!"" '（6-，，槡, ），0'
!"" '

（，6-，】），即0%!"" ·0'!"" '6-（，6-）3】'-，6

，-，因为6，,-,，，所以 0%!"" ·0'!"" 0［6$，

:］，故0%!"" ·0'!"" 的最小值为6$，!" #，



·<=> 由题意，在等边三角形

%；'中，；''（，设 0'!"" 'C；'!"" （】,C,

$），则 0%!"" ·0'!"" '（0'!"" 3'%!"" ） ·0'!"" '

（C；'!"" 3'%!"" ）·C；'!"" 'C，·；'!"" ， 3'%!"" ·

C；'!"" '$@C， 3C'%!"" ·；'!"" '$@C， 3CF（F

（FABC$，】)'$@C，6:C'$@ C6
$
（( )

，

6

$，当 C'
$
（ 时

，0%!"" ·0'!"" 取得最小值

6$，! #$%，

，，+/ r【解析】以 %为原点，%；，%(所在

直线分别为 -，.轴，建立如图所示的平

面直角坐标系，因为四边形%；'(是边长

为 $的正方形，"是线段 '(上的动点，

则%（】，】），；（$，】），'（$，$），(（】，$），

设"（-，$）（】,-,$），

则%"!"" '（-，$），；'!"" '（】，$），所以 %"!"" ·

；'!"" '$，! ，$%；

%(!
##

'（】，$），"'!"" '（$6-，】），%"!"" '（-，$），

因为%(!
##

3"'!"" '%"!"" ，所以 $6-'-，解得 -'

$
，
，则"为线段'(的中点，! #$%；

"%!"" '（6-，6$），"；!"" '（$6-，6$），则 "%!"" 3

"；!"" '（ $ 6，-，6，），所以 %"%!"" 3"；!"" %'

（$6，-） ，3槡 （ ，则当-'
$
， 时

，%"%!"" 3"；!"" %

取得最小值 ，，! $，'；

当-'】或-'$时，%"%!"" 3"；!"" %取得最大值

槡. ，! !$%，!" ，#!，

；，+/'r【解析】设 %；的中点为 ,，连接

',，；'，因为 ;$，;，，+((;$，所以 +((

;，，以(为原点，(；!"" ，(+!"" 的方向分别为-，

.轴的正方向，建立如图所示的平面直角

坐标系，



则%（】，，），设 '（2，,），；（ :，】），C（-，

.），2，:，-，.0#，且2，:）】，

所以%'!"" '（2，$），%；!"" '（:，6，），

因为%'(%；，所以%'!"" ·%；!"" '】，

即2:6，'】，故 :'
，
2
，即；

，
2
，】( ) ，

所以C%!"" '（6-，，6.），C；!"" ' ，
2
6-，6.( ) ，

C'!"" '（26-，,6.），

因 为 C%!"" 3C；!"" 3C'!"" ' ，， 所 以

，
2
326,-'】，

.6,.'】，
， 即

-'
，32，

,2
，

.'
.
,
，











因为
$
,
（%；!"" 3%'!"" ）'

，32，

,2
，6
$
,( ) ，%C!"" '

（-， .6， ） '
，32，

,2
，6
$
,( ) ， 故 %C!"" '

$
,
（%；!"" 3%'!"" ），） ，，%，

因为 C%!"" 3C；!"" 3C'!"" '，，所以 C'!"" '6（C%!"" 3

C；!"" ），即C'!"" '6，C,!"" ，

所以C，'，,三点共线，且 C为 ,'上靠

近 ,的三等分点，连接 C%，C；，所以

4'C%；'
$
,

4'%；''
$
@
%%'!"" %· %%；!"" %'

$
@

2，3槡 $ ·
（
2，
3

槡
（ '

$
,

（2，3$）
$
2，
3$( )槡

'$
,

2，3
$
2，
3

槡
，*

$
,
， 2，·

$
2，槡
3

槡
， '
，
,
，

当且仅当 2， '
$
2，

，即 2'H$ 时取等号，

） #，%，

因为%C!"" '$
,
（%；!"" 3%'!"" ）'

，32，

,2
，6
$
,( ) ，

所以%%C!"" %'
，32，

,2( )
，

3$
-槡

'

（
2，
32，3（

-
3$
-槡

*
，

（
2，

·2
槡

， 3（

-
3$
-槡 '$，



当且仅当
（
2，
'2，，即 2' 槡H ，时取等号，

故%%C!"" %*$，， $$%，

因 为 C%!"" ' 6，
32，

,2
，
$
,( ) ， C；!"" '

62，3（
,2

，6
.
,( ) ，r

所以 C%!"" ·C；!"" '6，
32，

,2
·
62，3（
,2

6 .
-
'

2，6
:
2，
6E

-
，r

因为20#且2）】，所以2，D】，

设<（-）'-6
:
-
6E，-D】，由函数 .'-和

.'6
:
-在

（】，3I）上单调递增，

可知<（-）在（】，3I）上单调递增，没有

最值，即 C%!"" ·C；!"" 没有最值，， !&'，

，" ，#$，

)，【解】 （ $）由 ， '（ （，6，），可得 %， %'

（，3（6，）槡
， '，槡.，

因为$'-，3（$6-）"，，($，，·"'6:，

所以$·，'［-，3（$6-）"］·，'-，，3（$6

-），·"'，】-6:（$6-）'】，解得-'
，
E
，

（，）因为 ，6，" 与 $共线，所以/C0#，

使 ，6，"'C$，即 ，6，"'C-，3C（$6-）"，

则
C-'$，

C（$6-）'6，，， 解得 C'-'6$，故 $'

6，3，"，

由%$%，'（6，3，"） ， '，，6（，·"3（"， '，】6

（F（6:）3（F.'E，，可得%$%'@槡，，

又%，3"%' （，3"）槡
， ' ，，3，，·"3"槡

， '

，】3，F（6:）3槡 . ',，

（，3"）·$'（，3"）·（6，3，"）'6，，3，·

"3，"， '6，】6:3$】'6$:，

故ABC〈，3"，$〉'
（，3"）·$
%，3"%%$%

'
6$:
,F@槡，

'6槡，
，
，

）·=> （$）设 "'（2，:），依题意

可得
2，3:， '.，

（26，:'6:，，



解得
2'6$，

:'，， 或

2'6
$$
.
，

:'6
，
.
，，

"当 "'（6$，，）时，$'-，3（$6-） "'

-（（，6，）3（$6-）（6$，，）'（.-6$，，6

（-），由 ，($，可得 （F（.-6$）6，F（，6

（-）'】，解得-'
，
E
，

#当 "' 6
$$
.
，6
，
.( ) 时，$'-，3（$6

-）·"'-（（，6，）3（$6-） 6
$$
.
，6
，
.( ) '

( ,$. -6
$$
.
，6
:
.
-6
，
. ) ，由 ，($，可

得 （F
,$
.
-6
$$
.( ) 6，F 6:. -6

，
.( ) '

】，解得-'
，
E
，

综上，-'
，
E
，

（，）由（$）知，"当 "'（6$，，）时，$'

（.-6$，，6（-），，6，"'（@，6@），

因为 ，6，" 与 $共线，所以6@F（.-6

$）6@F（，6（-）'】，解得-'6$，

所以 $'（6@， @）， ，3" '（ ,， 】），

则 ABC〈 ， 3"， $〉 '
（，3"）·$
%，3"%%$%

'

6$:
,F槡@ ，

'6槡，
，
，

# 当 "' 6
$$
.
，6
，
.( ) 时，$'( ,$. -6

$$
.
，6
:
.
-6
，
. ) ，，6，"' （，. ，6

@
.( ) ，

因为 ，6，" 与 $共线，所以6
@
.
F

,$
.
-6
$$
.( ) 6（，. F6:. -6

，
.( ) '】，解

得-'6$，

所 以 $' 6（，
.
，
@
.( ) ， ， 3 " '

-
.
，6
$，
.( ) ， 则 ABC〈 ， 3"， $〉 '

（，3"）·$
%，3"%%$%

'
6$:
,F槡@ ，

'6槡，
，
，

综上，，3" 与 $的夹角的余弦值为

6槡，
，
，r



)，o，567

2，+r【解析】因为 +,!"" '%,!"" 6%+!"" ',
（

%'!"" 6

$
，
%(!

##

',
（

（%；!"" 3%(!
##

）6
$
，

%(!
##

',
（

%；!"" 3

$
（
%(!

##

'-%(!
##

3.%；!"" ，所以 -'
$
（
，.'

,
（
，-3

.'$，，" ，，

e，'r【解析】因为向量 $%!"" '（$，6$），$；!"" '

（.，2）（20#），$'!"" '（E，,），所以 %；!"" '

$；!"" 6$%!
##

'（（，23$），%'!"" '$'!"" 6$%!
##

'（ @，

（），若%，；，'三点共线，则 %；!"" ，%'!"" ，所以

（F（'@（23$），解得2'
.
,
，， $）%，

o，/r【解析】易知 %；!"" '（$，6$），('!"" '（，，

6，），；'!"" '（6，，6，），(%!
##

'（ ,，$），%；!"" ·

；'!"" '】，('!"" ·；'!"" '】，故 ('!"" '，%；!"" ，%；(

；'，'((；'，所以四边形 %；'(为直角

梯形，， #）%，

，，+ r【解析】8，'（，，】），"'（$，槡, ），

9，·"'，，， ，）%；，3"'（,，槡, ），，6

"'（$，6槡, ），9%，3"%' -3槡 , '，槡, ，

%，6"%' $3槡 , '，，9%，3"%）%，6"%，，

#&'；显然 ，，" 不共线，故｛ ，，"｝可以

作为一个基底，， $&'；" 在 ， 上的投

影向量为
，·"
%，%，

，'
，
，，

，'
$
，
，，， !）%，

；，' r【解析】因为 ，'（】，6$），"'（，，

，），$'（,，6（），所以 ，3，"'（】，6$）3

，（，，，）'（（，,），则（，3，"）·$'（F,6（F

,'】，故（，3，"）($，显然（，3，"），$不

成立，， $）%，，&'；

易知 ，3$'（】，6$）3（,，6（）'（,，6.），

则%，3$%' ,，3（6.）槡
， '槡,（ ，， #

&'；

易知 ，3"'（】，6$）3（，，，）'（，，$），则

%， 3" %， '，， 3$， '.， 又 %$%'

,，3（6（）槡
， '.，所以%，3"%， '%$%，， !

）%，

)，+r【解析】因为 ，("，所以6$FC3，'】，

解得C'，，所以 "'（，，$），所以 ,，3"'

（6$，E），，6，"'（6.，】），所以 ABC〈,，3



"， ， 6 ，" 〉 ' （,，3"）·（，6，"）
%,，3"%%，6，"%

'

.
$3槡 （-F.

'槡，
$】

，） ，$%，

*，+r【解析】设 ($!"" '3('!"" ，30#，则 ($!"" '

3（；'!"" 6；(!"" ） '3( %'!"" 6%；!"" 6 $
,

；%!"" ) '
3%'!"" 6，

,
%；!""( ) ， 所 以 %$!

##

'%(!
##

3($!"" '

，
,
%；!"" 3($!"" ' ，

,
%；!"" 33%'!"" 6，

,
%；!""( ) '

，
,
（$63）%；!"" 33%'!"" "，

设；$!"" '，；+!"" ，，0#，则；$!"" '，（；'!"" 3'+!"" ）'

，%'!"" 6%；!"" 3,
（
'%!""( ) '，( $（ %'!"" 6%；!"" ) ，

所以 %$!
##

'%；!"" 3；$!"" '%；!"" 3，
$
（
%'!"" 6%；!""( ) '

（$6，）%；!"" 3，
（
%'!"" #，

由"#知

，
,
（$63）'$6，，

3'，
（
，， 则

3'
$
$】

，

，'
，
.
，， 故

%$!
##

',
.
%；!"" 3$

$】
%'!"" ，

由%$!
##

'C$,!"" ，可得 %,!"" 'C
3$
C

%$!
##

'C
3$
C

·

,
.
%；!"" 3$

$】
%'!""( ) ',C3,.C%；!"" 3C3$

$】C
%'!"" ，

由；，,，'共线，可知
,C3,
.C
3C
3$
$】C
'$，解

得C'
E
,
，）， ，，

AB+,
令 ($!"" '3('!"" '3( %'!"" 6

，
,
%；!"" ) ，30#，；$!"" '，；+!"" '，( $（ %'!"" 6

%；!"" ) ，，0#，则%$!
##

'，
,
（$63）%；!"" 33%'!""

且%$!
##

'（$6，）%；!"" 3，
（
%'!"" ，利用不同参

数及%；!"" ，%'!"" 表示出%$!
##

为解题关键，

,，/'r【解析】以%为坐标原点，建立平面

直角坐标系，如图所示，设菱形 %；'(的

边长为 ，，则%（】，】），；（，，】），'（,，槡, ），

(（$，槡, ），+（6$，槡, ），设 0（-，.），则由



%0!"" 'C%；!"" 3，%+!"" ，可得（-，.）'C（，，】）3

，（6$，槡, ），即
-'，C6，，

.'槡,，，
， 整理得 C3，'

-3槡,.
，

，当点 0在线段 %；上时， 有

】,-,，，

.'】，， 故C3，0［】，$］；当点 0在线

段 ；'上 时， 有
，,-,,，

.'槡,-6槡， , ，
， 故 C3

，0［$，,］；当点 0在线段 '(上时，有

$,-,,，

.'槡, ，
， 故C3，0［，，,］；当点 0在线

段 %(上时，有
】,-,$，

.'槡,-，
， 故 C3，0［】，

，］，当C3，'$时，点0可位于；点或%(

的中点处，， ，&'；当 C3，'， 时，点 0

可位于；'的中点或 (点处，， #$%；

】,C3，,,，故 C3，的最小值为 】，最大

值为 ,，， $$%，!&'，

-，【解】 （ $）由题意知，%；!"" '（ ,，（），%'!"" '

（6$，，），因为（%；!"" 36%'!"" ）(（%；!"" 66%'!"" ），所

以（%；!"" 36%'!"" ）·（%；!"" 66%'!"" ）'%；!"" ，66，%'!"" ， '

】，即 ，.6.6， '】，解得6'H槡.，

（，）由（$）知，%；!"" '（,，（），%'!"" '（6$，，），

所以%；!"" ·%'!"" '.，则 ，'
%；!"" ·%'!""

%%'!"" %
·

%'!""

%%'!"" %
'

%'!"" '（6$，，），

2.，（$）【证明】连接%,，；,（图略），由题意

知，%C!"" '；C!"" 6；%!"" '，
,

；'!"" 6；%!"" ，%,!"" '；,!"" 6

；%!"" '$
，
（；'!"" 3；+!"" ）6；%!"" '$

，
；'!"" 3$

，
；+!"" 6

；%!"" '$
，
；'!"" 3$

（
；%!"" 6；%!"" '$

，
；'!"" 6,

（
；%!"" ，

所以 %C!"" '（
,
%,!"" ，又 %C与 %,有公共点

%，所以%，,，C三点共线，

（，）【解】在梯形 %；'(中，%；，'(，%；'

，'(，%(''('$，$(%；'，
,
，易得 ；''



$，$%；''，
,
，设；C!"" 'C；'!"" （】,C,$），

方法一：+C!"" '；C!"" 6；+!"" 'C；'!"" 6$
，
；%!"" ，%C!"" '

；C!"" 6；%!"" 'C；'!"" 6；%!"" ，所以 +C!"" · %C!"" '

C；'!"" 6$， ；%!""( ) ·（C；'!"" 6；%!"" ）'C， ；'!"" ， 6

,
， C；%!"" ·；'!"" 3 $

，
；%!"" ， 'C， 6

,
， C3， '

C6
,
（( )

，

3，,
$@*

，,
$@

，当且仅当 C'
,
（ 时

，

等号成立，所以%C!"" ·+C!"" 的最小值为
，,
$@

，

方法二：以 +为坐标原点建立如图所示

的平面直角坐标系，则 +（】，】），%（6$，

】），；（$，】），' $
，
，槡
,
，( ) ，

设C（-】，.】 ），则 ；C!"" '（-】 6$，.】 ），；'
!"" '

(6$， ，槡
,
， ) ，因为 ；C!"" 'C；'!"" ，所以（-】 6

$，.】）'C( 6$， ，槡
,
， ) ，可得 C( 6$， C3

$，槡
,
， C) ，因此 %C!"" '( 6$， C3，，槡

,
， C) ，

+C!"" '( 6 $， C3$，槡
,
， C) ，故 %C!"" ·+C!"" '

(6$， C3， ) ( 6$， C3$ ) 3,（ C， 'C， 6

,
， C3，' C6

,
（( )

，

3，,
$@*

，,
$@

，当且仅当

C'
,
（ 时

，等号成立，所以 %C!"" ·+C!"" 的最

小值为
，,
$@

，

22，【解】（$）依题意，%#$ %'%#， %'$，#$·

#， '%#$ %%#， %ABC@】)'
$
，
，由 ，'（$，，），

"'（，，6,），得 ，3"'#$ 3，#， 3，#$ 6,#， '

,#$ 6#，， 所 以 %，3"%， ' （，3"） ， '

（,#$6#，）
， '-#，$3#

，
， 6，F,#$·#， '$】6，F

,F
$
，
'E，所以%，3"%'槡E，



（，）由题意可知，，6"'（#$C45 #3，#， ）6

（#$ABC#3#，）'（C45 #6ABC#）#$3#，，则%，6

"%，'［（C45 #6ABC#）#$ 3#，］
， '（C45 #6ABC

#）， #，$3，（C45 #6ABC#）#$·#，3#
，
， '（C45 #6

ABC#）， 3C45 #6ABC#3$，所以%，6" %'

（C45 #6ABC#），3C45 #6ABC#3槡 $，令 6'

C45 #6ABC#'槡，C45 #6
，
（( ) ，且

，
（ ,#,

，
，
，所以 】, #6

，
（ ,

，
（
，所以 】,

C45 #6
，
（( ) ,槡

，
，
，则 60 ［ 】，$］，则 %，6

"%' 6，363槡 $ ' 63
$
，( )

，

3,
（槡 ，故当

6'$，即 C45 #6
，
（( ) '槡，， ，即 #'

，
， 时

，

%，6"%取得最大值槡,，

，5672 "#$%

85&9:

2，+r【解析】依题意有 +'!"" '，
,
；'!"" ，；+!"" '

$
,
F；'!"" ，',!"" '$

，
'(!"" ，所以 +,!"" '+'!"" 3',!"" '

，
,
；'!"" 3$

，
'(!"" '，

,
%(!

##

6$
，
%；!"" ，所以 %C!"" '

%；!"" 3；+!"" 3+C!"" '%；!"" 3$
,

；'!"" 3$
，

+,!"" '%；!"" 3

$
,
%(!

##

3 $
，
，
,
%(!

##

6$
，
%；!""( ) ' ,

（
%；!"" 3

，
,
%(!

##

，所以C'
,
（
，，'

，
,
，所以

C
，
'

,
（
，
,

'

-
:
，， ，$%，

e， IJKLr（$）结合向量的线性

运算，用%；!"" ，%(!
##

表示出向量 +,!"" ，即可

求出-，.的值，代入计算即可；（，）将

%'!"" 也用%；!"" ，%(!
##

表示，结合已知条件

和数量积的定义求解即可，

【解】（$）8；+!"" '$
，
；'!"" ，',!"" '，,(!"" ，9+,!"" '

+'!"" 3',!"" '$
，
；'!"" 6，

,
('!"" '$

，
%(!

##

6，
,
%；!"" ，又



+,!"" '-%；!"" 3.%(!
##

，9-'6
，
,
，.'

$
，
，故 ,-3

，.',F6
，
,( ) 3，F$， '6$，

（，）8%'!"" '%；!"" 3%(!
##

，9%'!"" ·+,!"" '（%；!"" 3

%(!
##

）·
$
，
%(!

##

6，
,
%；!""( ) '$， %(!

##

，6，
,
%；!"" ，6

$
@
%；!"" ·%(!

##

，

又8%%；!"" %'@，%%(!
##

%'（，$；%('@】)，

9%'!"" ·+,!"" '$
，

%(!
##

， 6 ，
,

%；!"" ， 6 $
@

%；!"" ·

%(!
##

'$
，
F$@6

，
,
F,@6

$
@
F@F（FABC@】)'

:6，（6，'6$:，

故%'!"" ·+,!"" 的值为6$:，

o， ·JKLr（$）根据平面向量基

本定理得到 ,C!"" '$
，
(；!"" 3$

，
+'!"" ，结合

(；!"" ' $
,

%；!"" ，+'!"" ' $
，

%'!"" ，从而得到

,C!"" ' $
@
%；!"" 3 $

（
%'!"" ； （ ，） "由题知

%；!"" ·%'!"" '，（，由（$）知 ,C!"" '$
@
%；!"" 3

$
（
%'!"" ，然后根据数量积的运算性质结

合条件计算即可；#由 ；C!"" '$
，

%'!"" 6

$
，
%；!"" ，利用向量数量积及运算律计算

出,C!"" ·；C!"" '（ 和%；C!"" %'槡$, ，再利

用向量夹角余弦公式进行计算即可，

【解】（$）在四边形 ,(；C中，,C!"" ',(!"" 3

(；!"" 3；C!"" ，

在四边形,+'C中，,C!"" ',+!"" 3+'!"" 3'C!"" ，

又因为,，C分别是(+，；'的中点，所以

,(!"" '6,+!"" ，；C!"" '6'C!"" ，

所以 ，,C!"" '（,(!"" 3(；!"" 3；C!"" ）3（,+!"" 3+'!"" 3

'C!"" ）'(；!"" 3+'!"" ，即,C!"" '$
，
(；!"" 3$

，
+'!"" ，

又因为 %(!
##

'，(；!"" ，%+!"" '+'!"" ，所以 (；!"" '

$
,
%；!"" ，+'!"" '$

，
%'!"" ，

所以,C!"" '$
，
F$
,
%；!"" 3$

，
F$
，
%'!"" '$

@
%；!"" 3

$
（
%'!"" ，



（ ， ） " 由 题 知 %；!"" · %'!"" '@ F: F

ABC@】)'，（，

又由（$）知，,C!"" '$
@
%；!"" 3$

（
%'!"" ，

因此%,C!"" %， '
$
,@

%；!"" ， 3 $
$@

%'!"" ， 3 $
$，

%；!"" ·

%'!"" '$
,@
F@，3

$
$@
F:，3

$
$，
F，（'E，

所以%,C!"" %'槡E，

#因为；C!"" '$
，
；'!"" '$

，
%'!"" 6$

，
%；!"" ，

所以%；C!"" %'
$
，
%'!"" 6$

，
%；!""( )槡

，

'

$
，

%'!"" ，3%；!"" ，6，%；!"" ·%'!""槡 '

$
，
:，3@，6，F槡 ，（ '槡$,，

,C!"" · ；C!"" ' $
@
%；!"" 3$

（
%'!""( ) ·

$
，
%'!"" 6$

，
%；!""( ) r

'$
:
%'!"" ，6$

$，
%；!"" ，6$

，（
%；!"" ·%'!""

'$
:
F:，6

$
$，
F@，6

$
，（
F，（'（，

所 以 ABC$；C, ' ,C!"" ·；C!""

%,C!"" %%；C!"" %
'

（

槡EF槡$,
' 槡（ -$
-$

，

，，/r【解析】如图，以 $为坐标原点，$%，

$0所在直线分别为 -轴、.轴，建立平面

直角坐标系，易得 $（ 】， 】），%（ $， 】），

0（】，$），又扇形%$；的半径为 $，$%$；'

，，
,
，所以；(ABC，，, ，C45 ，，, ) ，即；( 6$， ，

槡,
， ) ，所以$%!

##

'（$，】），$0!"" '（】，$），$；!"" '

(6$， ，槡
,
， ) ，由 $0!"" '8$%!

##

3=$；!"" 得（ 】，

$ ） ' ( 8 6
$
，

=， 槡
,
，

=) ， 所 以

86
$
，
='】，

槡,
，
='$，










则

8'槡
,
,
，

='
，槡,
,

，










所以 83='槡

,
,
3

，槡,
,
'槡,，， #$%，



；， IJKLr（$）建立平面直角坐

标系，写出相关点的坐标，利用向量

垂直的坐标表示推理得证，（，）利用

向量线性运算的坐标表示，结合相等

向量列式求解，（,）按点 0的不同位

置设出其坐标，利用数量积的坐标表

示列式求出范围，

r（$） 【证明】以 %为坐标原点，直线 %；，

%(分别为-，.轴，建立平面直角坐标系，

则%（】，】），；（ 8，】），'（ 8，8），(（】，8），

+
8
，
，】( ) ，, 8，

8
，( ) ，8D】，

(+!"" ' 8
，
，68( ) ，%,!"" ' 8，

8
，( ) ，(+!"" ·%,!"" '

8
，
·868·

8
，
'】，

所以%,((+，

（，） 【解】由 （ $）知 %'!"" '（ 8， 8），-%,!"" 3

.(+!"" ' 8-3
8
，
.，

8
，
-68.( ) ，r

由 %'!"" '-%,!"" 3.(+!"" ，得

8-3
8
，
.'8，

8
，
-68.'8，










解得

-'
@
.
，.'6

，
.
，

所以-3.'
（
.
，

（,）【解】由（$）知%；!"" '（8，】），

当0在线段%(上时，设 0（】，6），】,6,

8，+0!"" ' 68
，
，6( ) ，+0!"" ·%；!"" '6$

，
8，；

当0在线段('上时，设 0（9，8），】,9,

8，+0!"" '96
8
，
，8( ) ，



+0!"" ·%；!"" '8 96
8
，( ) 0 ）6$， 8，，

$
，
8， ] ；

当0在线段；'上时，设0（8，=），】,=,

8，+0!"" ' 8
，
，=( ) ，+0!"" ·%；!"" '$

，
8，；

当0在线段%；上时，设 0（（，】），】,（,

8，（）
$
，
8，+0!"" '（6

8
，
，】( ) ，

+0!"" · %；!"" '8 （6
8
，( ) 0 6$

，
8，，】） ) .

】，
$
，
8，( ] ，r

所以 +0!"" ·%；!"" 的取值范围是 ） 6$， 8，，

$
，
8， ] ，r

)， ，JKLr（$）建立平面直角坐

标系，结合题意求得 %；!"" ，%(!
##

，；'!"" 的坐

标，然后求出 ；,!"" ' 6$
,
，槡
,
,( ) ，%,!"" '

%；!"" 3；,!"" ' .
,
，槡
,
,( ) ，用 %；!"" 和 %(!

##

表示

%,!"" ，再根据；，0，(三点共线，列式算

出实数 6的值；（，）根据平面向量的

坐标运算法则求出 %+!"" 3 $
，

%,!"" '

（
,
3C，
，槡,
,( ) ，然后根据向量模的公

式，结合二次函数的性质求出 %+!"" 3

$
，
%,!"" 的取值范围，

【解】（$）以 %为坐标原点，%；所在直线

为-轴，过点 %作 %；的垂线为 .轴，建

立平面直角坐标系，

则 %（ 】， 】 ）， ；（ ，， 】 ）， ' ,
，
，槡
,
，( ) ，

( $
，
，槡
,
，( ) ，

可得 %；!"" '（ ，，】），%(!
##

' $
，
，槡
,
，( ) ，；'!"" '



6$
，
，槡
,
，( ) ，r

则；,!"" '，
,
；'!"" ' 6$

,
，槡
,
,( ) ，

根据平面向量的加法法则，可得 %,!"" '

%；!"" 3；,!"" ' .
,
，槡
,
,( ) ，

设%,!"" '-%；!"" 3.%(!
##

' ，-3
$
，
.，槡
,
，
.( ) ，

可得

，-3
$
，
.'
.
,
，

槡,
，
.'槡
,
,
，










解得-'.'

，
,
，

所以%,!"" '，
,
%；!"" 3，

,
%(!

##

，

因为%0!"" '6%,!"" ' .
,
6，槡
,
,
6( ) ，

则根据 ；，0，(三点共线，可知存在实

数 2， 使 %0!"" '2%；!"" 3（ $ 62） %(!
##

'

,23$
，

，槡
, （$62）
，( ) ，r

所以

,23$
，
'.6
,
，

槡, （$62）
，

'槡,6
,

，










解得6'

,
（
，

（，）因为 %,!"" ' .
,
，槡
,
,( ) ，('!"" '（$，】），所

以%+!"" '%(!
##

3(+!"" ' $
，
，槡
,
，( ) 3C（ $，】）'

$
，
3C，槡

,
，( ) ，r

可得 %+!"" 3 $
，

%,!"" ' （
,
3C， 槡
， ,
,( ) ，所以

%+!"" 3$
，
%,!"" ' （

,
3C( )

，

3 槡， ,
,( )槡

，

'

C3
（
,( )

，

3（
,槡 *

（
,槡 ，

即 %+!"" 3$
，
%,!"" * 槡， ,

,
，当且仅当 C'

6（
, 时

，等号成立，

所 以 %+!"" 3$
，
%,!"" 的 取 值 范 围 为

槡， ,
,

，3I） ) ，r



*，/

，89:r除常规解法外，本题

也可利用等和线将代数问题转化为

图形问题，确定对应 3值为 $ 的等和

线后，结合动点的位置，分析向量系

数和的取值范围，

【解析】如图，以 ；为坐标原点，%；，；'

所在直线分别为 -轴、.轴，建立平面直

角坐标系，

设%；'$，则；（】，】），%（$，】），'（】，$），

可得%；!"" '（6$，】），%'!"" '（6$，$），

当点+在；'上时，设 +（】，2），20［】，

$］，

则（6$，2）'C（6$，】）3，（6$，$），即

6C6，'6$，

2'，，， 故C3，'$，

当点 +在 '(上时，设 +（6，$），60［】，

$］，

则（66$，$）'C（6$，】）3，（6$，$），即

6C6，'66$，

，'$，， 解得
C'66，

，'$，，
故C3，'$660［】，$］，

当点+在 %(上时，设 +（$，?），?0［】，

$］，

则（ 】， ?） 'C（6$， 】） 3，（6$， $），即

6C6，'】，

，'?，， 故C3，'】，

综上，C3，的取值范围是 ［ 】，$］，］ #

$%，



;<=> 如图所示，当点 +在 ；'

上运动时，由 ；，'，+三点共线可得

C3，'$，当点+在(%上运动时，因为

%(，；'，此时C3，'】，所以根据等和

线定理的结论可以快速得到 C3，的

取值范围是［】，$］，! #$%，

,，/r【解析】因为$是'%；'内一点，$%!
##

3

$；!"" 3$'!"" '，，所以 $为'%；'的重心，又

"在'$；'内（不含边界），且当 "与 $

重合时，C3，，最小，此时 %"!"" 'C%；!"" 3

，%'!"" ' ，
,
F） $， （%；!"" 3%'!"" ） ] ' $, %；!"" 3

$
,
%'!"" ，所以C'，'

$
,
，即 C3，，'$，当 "

与'重合时，C3，，最大，此时 %"!"" '%'!"" ，

所以C'】，，'$，即 C3，，'，，因为 "在

'$；'内且不含边界，所以取开区间，即

C3，，0（$，，），! #$%，

;<=> 如图，取 %'的中点 (，连

接；(并延长，因为 $是'%；'内一

点，$%!
##

3$；!"" 3$'!"" '，，所以 $为'%；'

的重心，又 "在'$；'内 （不含边

界），%"!"" 'C%；!"" 3，%'!"" 'C%；!"" 3，，%(!
##

，过

点'作；(的平行线 ;，连接 %$并延

长交；'于点 ,，交直线 ;于点 #，当

点"在点 $处时，C3，，'$；当点 "

在点'处时，根据等和线定理，因为

%'!"" '，%(!
##

，所以 C3，，'，，因为 "在

'$；'内且不含边界，所以取开区

间，即C3，，0（$，，），



-，'r【解析】取 %；的中点 (，连接 '(，

$(，如图所示，所以%'!"" ·；'!"" '（%(!"" 3('!
##

）·

（；(!"" 3('!"" ）'%(!
##

·；(!"" 3（%(!
##

3；(!"" ）·('!"" 3

('!"" ， '6$3】3('!"" ， '('!"" ， 6$（常规推导）

（另解：也可以直接由极化恒等式得

%'!"" · ；'!"" '('!"" ， 6$ ）， 因 为 %$(%'

，，6$槡
， '槡, ，所以 %'(%045 '， 6槡, ，

%'(%012'，3槡, ，所以 %'!"" ·；'!"" 的最小值

为（，6槡, ）
， 6$ '@6（槡, ，最大值为（，3

槡, ）
，6$'@3（槡, ，所以 %'!"" ·；'!"" 的取值

范围是［@6（槡, ，@3（槡, ］，! $$%，

2.， 

789:r本题所求的两向量

"+!"" ，",!"" 共起点，且易知 (为 +,中

点，故可利用极化恒等式求解，

【解析】连接 "(（图略），由题意可得

；''，，"为 %；的中点，(为线段 +,的

中点，由极化恒等式得 "+!"" ·",!"" '"(!"" ， 6

$
（
,+!"" ，，又"('

$
，
；''$，+,'%''，槡， ，

则"+!"" ·",!"" '$6
$
（
F:'6$，! !$%，

·<=> 连接"(（图略），由 (为

线段 +,的中点，得 "+!"" 3",!"" '，"(!"" ，

则（"+!"" 3",!"" ） ， '"+!"" ， 3，"+!"" ·",!"" 3

",!"" ， '（"(!"" ，"，"+!"" 6",!"" ',+!"" ，（"+!"" 6

",!"" ） ， ',+!"" ，#，由"6#可得 "+!"" ·

",!"" '"(!"" ，6$
（
,+!"" ， '$6

$
（
F:'6$，

22，'r【解析】如图所示，以线段 ；'的中

点$为坐标原点，以线段；'所在的直线

为-轴，线段 ；'的垂直平分线为 .轴，

建立平面直角坐标系，由'%；'的边长

为 ，，可得%（】，槡, ），；（6$，】），因为C为



'%；'的重心， 所以 C 】，槡
,
,( ) ， 所以

%C!"" '( 】，6 槡， ,, ) ，%；!"" '（6$，6槡, ），则

%C!"" ·%；!"" '】F（6$）36槡， ,
,( ) F（6槡, ）'

，，） $$%，

2e，+

789:r本题为三角形的外

心问题，可利用数量积定义求解，也

可用大招攻略 E中的结论直接求解，

【解析】如图，$为'%；'的外心，过点 $

作$+(%；于点 +，因为 $+(%；，所以

%%+!"" %'
$
，
%%；!"" %，则%$!"" ·%；!"" '%%$!"" %·%%；!"" %·

ABC$；%$'%%；!"" %·%%+!"" %'
$
，
%%；!"" %， '

$
，
F

（， ': (另解：可由投影向量的定义求得

或者由 $为'%；'的外心直接得到

%$!
##

·%；!"" '$
，
%；!"" ， ': ) ，） ，$%，

2o，+/ r【解析】对于&，取%；的中点 (，

连接 0(，则 0%!"" 30；!"" '，0(!"" ，若 0%!"" 30；!"" 3

0'!"" '，，则 0%!"" 30；!"" '60'!"" ，即 ，0(!"" '60'!"" ，

所以%'0!"" %'，%0(!"" %，又 0(与 0'有公共

点0，故0为中线'(上靠近点(的三等

分点，

同理可得，0也是边 %'和边 ；'上的中

线的三等分点，所以 0为'%；'的重心，

） ，$%；



对于 ；，若 0%!"" ·0；!"" '0；!"" ·0'!"" ，则（0%!"" 6

0'!"" ） ·0；!"" '】，即 '%!"" (0；!"" ，同理可得，

；%!"" (0'!"" ，；'!"" (0%!"" ，故0是'%；'的垂心，

， #$%；

对于 C，由 %0!"" 'C
%；!""

%%；!"" %
3%'!""

%%'!"" %( ) ，C0

［】，3I），知点 0在$；%'的平分线上，

但不一定在$%；'或$%'；的平分线

上，， $&'；

对于+，因为 （0%!"" 30；!"" ） ·；%!"" '】，所以

（0%!"" 30；!"" ）·（0%!"" 60；!"" ）'】，所以%0%!"" %，6

%0；!"" %， '】，即%0%!"" %'%0；!"" %，同理可得，

%0；!"" %'%0'!"" %，%0%!"" %'%0'!"" %，所以 0为

'%；'的外心，， !$%，

2，，+/ r【解析】对于 &，因为 4%G4； G

4''$ G$ G$，所以 "%!"" 3"；!"" 3"'!"" '，，由

“奔驰定理”与三角形四心的性质，可知

"为'%；'的重心，， ，$%，

对于；，若"为'%；'的内心，可设其内

切圆半径为*，则 4%'
$
，
；'·*，4；'

$
，
%'·

*，4''
$
，

%；·*，所以
$
，

；'·*·"%!"" 3

$
，
%'·*·"；!"" 3 $

，
%；·*·"'!"" '，，即

；'·"%!"" 3%'·"；!"" 3%；·"'!"" '，，， #

$%，

对于 C，若$；%''（.)，$%；''@】)，"

为'%；'的外心， 则 $%'；'E.)， 如

图"，设'%；'的外接圆半径为 5，故

$；"' ' ，$；%' ' -】)， $%"' '

，$%；''$，】)，$%"；'，$%'；'$.】)，

故 4%'
$
，
5，，4；'5C45 ,】)·，5ABC,】)·

$
，
'槡,
（

5，，4''5C45 $.)·，5ABC$.)·

$
，
'$
，
C45 ,】)5， '

$
（
5，，所以 4%G4；G

4''， G槡, G$，， $&'，



图"

对于 +，若 "为'%；'的垂心， ,"%!"" 3

（"；!"" 3."'!"" '，，则 4%G4；G4'', G（ G.，

如图#，分别过%，'，；作 %((；'，'+(

%；，；,(%'，垂足分别为 (，+，,，%(，

'+，；,相交于点"，

图#

又 4'%；''4%34；34'，
4%

4'%；'

',
$，
'$
（
，即

%"G"(', G$，
4；

4'%；'

'（
$，
'$
,
，即",G

；"'$ G，，
4'

4'%；'

'.
$，

，即 "+G"''. G

E，设 "('2，",':，"+'.6，则 %"'

,2，；"'，:， "''E6， 因为 $'%('

$'；,，C45$'%('
:
,2

，C45$'；,'
2
，:

，所

以
:
,2
'2
，:

，即 2'槡
@
,
:，ABC$；"('

2
，:
'

槡@
,
:

，:
'槡@
@
， 则 ABC$%"；'ABC（ ，6

$；"(）'6槡
@
@
，， !$%，

4567e $%;<

=><?@A85
2， r【解析】设.'（2，:），

因为 （'（，，】），（·.'，，所以 ，2'，，解

得2'$，

则 （3.6/'（，，】）3（$，:）6（】，$）'（,，:6

$），则%（3.6/%' -3（:6$）槡
， ，



当 :'$ 时，%（3.6/%取得最小值 ,，!

" !，

e， r【解析】由题可知 "·#'%"%%#%·

ABC@】)'
$
，
%"%，

由%"66#%*%"6#%，两边同时平方得

%"%，36， %#%，6，6"·#*%"%，3%#%，6，"·

#，化简整理得6，6%"%66（$6%"%）*】，

因为%"66#%*%"6#%对任意实数 6恒成

立，所以6，6%"%66（$6%"%）*】 对任意实

数6恒成立，

所以&'%"%，3（（$6%"%）'（%"%6，） ，,

】，所以%"%'，，

所以%，3#%3%，6"%*%（，3#）6（，6"）%'

%"3#%' %"3#%槡
， ' %"%，3%#%，3，"·槡 #'

（3$3槡 ， '槡E ，

当且仅当向量 ，3#与 ，6" 方向相反时等

号成立，所以%，3#%3%，6"%的最小值为

槡E，!" !，

o，'

，89:r数量积的最值问题，

可用通法攻略 -，

【解析】由题意得%，%'%"%'%$%'$，，·

"'$F$FABC@】)'
$
，
，

则（$6，）·（$6，"）'$，3，，·"6$·（，3

，"）'，6$·（，3，"），

因为$·（，3，"）'%$%·%，3，"%·ABC〈$，

，3，"〉'%，3，"%·ABC〈$，，3，"〉*6%，3

，"%，

，"#6$,ABC〈$，，3，"〉,$

当且仅当〈$，，3，"〉'，时取等号，

又%，3，"%，'（，3，"） ， '，，3（，·"3（ "， '

$3（F
$
，
3（'E，所以%，3，"%'槡E ，

所以（$6，）·（$6，"）,，3槡E，!" $，

，，+r【解析】如图，



设；'!"" 'C；%!"" （】,C,$），

则 $'!"" '$；!"" 3；'!"" '$；!"" 3C；%!"" '（ $， 】） 3

C6$
，
，槡
,
，( ) '( $6C

，
，槡
,C
， ) ，

又$(!"" ' $
（
，槡
,
（( ) ，

所 以 '(!"" '$(!"" 6$'!"" ' $
（
，槡
,
（( ) 6

$6C
，
，槡
,C
，( ) '(6,（ 3C

，
，槡
,
（
6槡,C
， ) ，

所以$'!"" ·'(!"" ' $6C
，
，槡
,C
，( ) · ( 6,（ 3

C
，
，槡
,
（
6槡,C
， ) '6C， 3

.
（ C6

,
（
'

6C6
.
:( )

，

6，,
@（

（】,C,$），

所以当 C'】 时，$'!"" ·'(!"" 取得最小值，

为6
,
（
；

当 C'
.
: 时

， $'!"" · '(!"" 取得最大值，

为6
，,
@（

，

所以$'!"" ·'(!"" 0 6,
（
，6
，,
@（） ] ，，" ，，

；， 

IJKLr由题意可知，%；'

%'，取 ；'的中点 +，连接 %+，(+，则

%+(；'，；''，槡， ，%+',槡， ，；+'

槡， ，由极化恒等式得到 (；!"" ·('!"" '

(+!"" ， 6，，求出 (+的最小值，得到

答案，

【解析】因为
%；!""

%%；!"" %
，

%'!""

%%'!"" %
分别表示 %；!"" 与

%'!"" 方向上的单位向量，

所以
%；!""

%%；!"" %
3%'!""

%%'!"" %
表示$；%'的平分线上

的向量，

又
%；!""

%%；!"" %
3%'!""

%%'!"" %( ) · ；'!"" '】， 即
%；!""

%%；!"" %
3

%'!""

%%'!"" %
与；'!"" 垂直，

由三线合一可知，%；'%'，



如图，取 ；'的中点 +，连接 %+，(+，则

%+(；'，

又%%；!"" 6%'!"" %' 槡， ， ，%%；
!"" 3%'!"" %' 槡@ ， ，其中

%；!"" 6%'!"" ''；!"" ，%；!"" 3%'!"" '，%+!"" ，

所以；''槡， ， ，%+'槡, ， ，故；+'槡， ，

由于(；!"" 3('!"" '，(+!"" ，(；!"" 6('!"" '，+；!"" ，由极

化恒等式可得 (；!"" ·('!"" '(+!"" ， 6+；!"" ， '

(+!"" ，6，，

当+((%；时，+(取得最小值，

由勾 股 定 理 得 %；' %+，3；+槡
， '

$:3槡 ， '槡， . ，

故(+'
%+·；+

%；
'槡, ，

F槡，

槡， .
'槡, .
.

，

故(；!
##

·('!
##

的最小值为 槡, .
.( )

，

6，'6
$
.
，

)，'

·JKLr设 ，6，$'（ABC$，

C45 $），,"6$'（$，】），表示出 ，6@" 的

坐标，利用平面向量夹角的坐标运算

以及基本不等式可求得 ABC〈 ，6@"，

,"6$〉的最值，

【解析】因为%，6，$%'%,"6$%'$，不妨设

，6，$'（ABC$，C45 $），,"6$'（$，】），

则 ，6@"'（，6，$）6，（,"6$）'（ABC$6，，

C45 $），

所以ABC〈，6@"，,"6$〉'
（，6@"）·（,"6$）
%，6@"%·%,"6$%

' ABC$6，

（ABC$6，） ，3C45，槡 $

'6$
（
·
:6（ABC$
.6（ABC槡 $

'6$
（

（:6（ABC$） ，

.6（ABC$槡

'6$
（

（,3.6（ABC$） ，

.6（ABC$槡

'6$
（

-
.6（ABC$

3（.6（ABC$）3槡 @



,6
$
（
，
-（.6（ABC$）
.6（ABC$槡 3槡 @

'6槡$，
（
'6槡,
，
，

当且仅当
-

.6（ABC$
'.6（ABC$，即 ABC$'

，（舍）或ABC$'
$
， 时

，等号成立，

故ABC〈 ，6@"，,"6$〉有最大值6槡
,
，
，!

" $，

*，
:
$E

IJKLr建立平面直角坐标

系；-.，设+（】，@），,（<，】），C（（，A），

）（C，，），@，A0［】，，］，<，C0［】，（］，

令$'A6@0［6，，，］，）'<6C0［6（，

（］，则 +C!"" '（（，$），）,!"" '（），6，），应

用向量夹角的坐标表示求最大值，

【解析】建立平面直角坐标系；-.，如图，

设+（】，@），,（<，】），C（（，A），）（C，，），@，

A0［】，，］，<，C0［】，（］，

所以+C!"" '（ （， A6@），）,!"" '（<6C，6，），

6，,A6@,，，6（,<6C,（，

令$'A6@0［6，，，］，）'<6C0［6（，（］，

则+C!"" '（（，$），）,!"" '（），6，），

所以%+C!"" %' $@3$槡
， ，%）,!"" %' ），3槡 （ ，且

+C!"" ·）,!"" '（）6，$'（，即$'，）6，，

所以6，,，）6，,，，故 ）0［】，，］，

由题设ABC#'
+C!"" ·）,!""

%+C!"" %%）,!"" %

' （

$，3槡 $@F ），3槡 （

' （

（$）） ，3（$，3$@），3槡 @（

' （

（$）） ，3（（，）6$） ，3$@$）3槡 @（

' （

（$）） ，3$@$）3槡 :】
' （

（$）3:） ，3槡 $@
，

又$） '，） （ ）6$）'， ）6
$
，( )

，

6 $
， 0



6$
，
，（） ] ，r

所以当 $） '6
$
， 时

，ABC#取最大值

（
$
（
6:3槡 :】

':
$E

，

,， r【解析】由点(在线段；'上，%；(!"" %'

$
,
%('!"" %，得；+!"" '-；%!"" 3.；'!"" '-；%!"" 3（.；(!"" ，

而+为线段%(上除端点外的任意一点，

则-3（.'$，且-D】，.D】，

所以
$
-
3 $

.
' $

-
3$

.( ) （-3（.）'.3

（.
-
3-

.*.3，
（.
-
·

-
.槡 '-，当且仅当

（.
-
'-

.
，即-'

$
,
，.'

$
@ 时取等号

，所以

$
-
3$

.的最小值为
-，，" !，

-，'

IJKLr利用平面向量基本

定理 推 导 出 23，: '@， 即
2
，
3

2
，
3，:( ) '@，将代数式 ，23 -

2
，
3，:
与

$
@

2
，
3 2
，
3，:( )） ] 相乘，展开后利

用基本不等式可求得
，
2
3 -

2
，
3，:
的最

小值，

【解析】 因为 ；$!"" '，$'!"" ，则 %$!
##

6%；!"" '

，（%'!"" 6%$!
##

），所以%$!
##

'$
,
%；!"" 3，

,
%'!"" ，

因为C为 %$的中点，所以 %C!"" '$
，
%$!

##

'

$
@
%；!"" 3$

,
%'!"" ，

因为(，C，+三点共线，设 (C!"" 'C(+!"" （CD

】），则%C!"" 6%(!
##

'C（%+!"" 6%(!
##

），

所以%C!"" '（$6C）%(!
##

3C%+!"" ，

因为%；!"" '2%(!
##

（2D】），%'!"" ':%+!"" （:D】），

所以%(!
##

'$
2
%；!"" ，%+!"" '$

:
%'!"" ，

则%C!"" '$
6C
2

%；!"" 3C
:
%'!"" ，



因为%；!"" ，%'!"" 不共线，

所以

$6C
2
'$
@
，

C
:
'$
,
，，

，"#TUV5$%WnX4Y

GZ[\Y]"

所以
2
@
3:
,
'（$6C）3C'$，

所以23，:'@，即
2
，
3 2
，
3，:( ) '@，

所以
，
2
3 -
2
，
3，:
'$
2
，

3 -
2
，
3，:

'$
@

2
，
3 2
，
3，:( )） ]

$
2
，

3 -
2
，
3，:( )

'$
@
$】3

2
，
3，:

2
，

3

-2
，

2
，
3，:( )

*
$
@ $】3，

2
，
3，:

2
，

·

-2
，

2
，
3，:槡

( ) ':, ，

当 且 仅 当

2
，
3，:

2
，

'

-2
，

2
，
3，:

，

2
，
3 2
，
3，:( ) '@，

2D】，:D】，















即

2',，

:'
,
，

， 时，等号成立，

所以
，
2
3 -
2
，
3，:
的最小值为

:
,
，，" $，

)，，!"#$%&BC
)，，，2!@A,-M$"#N9l

)，，，e!"#OPEM$QRST

2，'r【解析】8%#!
##

·"#!"" '（%(!
##

3(#!"" ） ·

（ "'!"" 3 '#!"" ） ' %(!
##

3,
（
%；!""( ) ·

$
,
%(!"" 6$

（
%；!""( ) '$, %%(!"" %，6

,
$@
%%；!"" %，'

$
,
F



-6
,
$@
F$@'】，9%#("#，9'%"#是直

角三角形，C $op，

e，槡,r-】)r【解析】设%；!"" '，，%'!"" '"，

则 %(!
##

'%；!"" 3；(!"" '%；!"" 3 $
,

；'!"" '%；!"" 3

$
,
（%'!"" 6%；!"" ）'

，
,
%；!"" 3$

,
%'!"" '，

,
，3
$
,
"，

9%%(!
##

%， '
，
,
，3
$
,
"( )

，

' （
-

，， 3， F

，
-
，·"3

$
-

"， '
（
-
F-3，F

，
-
F,F,F

ABC$，】)3
$
-
F-',， 9%('槡,，

设$(%''#，则向量 %(!
##

与 %'!"" 的夹角

为#，

8ABC#'
%(!

##

·%'!""

%%(!
##

%%%'!"" %

'

，
,
，3
$
,
"( ) ·"

槡,F,

'

$
,
"，3

，
,
，·"

,槡,

'

$
,
F-3

，
,
F,F,FABC$，】)

,槡,
'】，

9#'-】)，即$(%''-】)，

o，（$）【证明】以 $为坐标原点，建立如图

所示的平面直角坐标系，

由题意可知 $；'$，$'$；'，
,
，$（】，】），

%（6$，】），' $
，
，槡
,
，( ) ，(6$

，
，槡
,
，( ) ，则

%(!
##

' $
，
，槡
,
，( ) ， $'!"" ' $

，
，槡
,
，( ) ，因为

%(!
##

'$'!"" ，且 %，(，'三点不共线，所以

%(，$'且%('$'，

（，）【解】设点 '在第一象限，$'$；'$，

$0 】，，
，( ) ， 则 '（ABC$， C45 $），

(（6ABC$，C45 $），%'(!"" %'，ABC$，'%'(



的边 ('上的高为 C45 $，所以'%'(的

面积为
$
，
F，C45 $ABC$'

$
，
C45 ，$，当 $'

，
（ 时

，'%'(的面积取得最大值，且最大

值为
$
，
，

，，'r【解析】由题意，物体从点 %（6$，,）

处移动到点 ；（ ，，@）处，可得 %；!"" '（ ,，

,），因为力''（.，，），所以力 '对物体

所做的功为'·%；!"" '.F,3，F,'，$，! $

$%，

；，/r【解析】根据题意作出图形，如图，记

0， 表示水流速度，0$ 表示船在静水中的

速度，0】 表示船实际航行的速度，由题意知

%0， %'， 0<C，%0$ %'$】 0<C，0$(0，，由0】 '

0$30， 可得%0】 %'，槡，@ 0<C，! #$%，

)，'r 【解析】 根据题意知 '$ 3'， '】，

%'$ %'%'， %，

则%'$ %'%'， %'
%】%

，ABC#
，

，#0［】，，），

对于&，由于%】%不变，则 #越小越省力，

#越大越费力，! ，，'；

对于；，由于%'$ %'%'， %'
%】%

，ABC#
，

，! #

，'；

对于 C，当 #'
，，
, 时

， %'$ %'%'， %'

%】%

，ABC，
,

'%】%，! $$%；

对于 +，当 #'
，
， 时

， %'$ %'%'， %'

%】%

，ABC，
（

'槡，
，
%】%，! !，'，

*，+/r【解析】对于 &，如图"，设 0$ 与 0，

的夹角为#，船行驶的时间为6，D'.】】 0'

】，. ;0，



图"

当 #为 钝 角 时， 6$ '
D

C45（，6#）%0$ %
'

】，.
$】C45 #

'】，】.
C45 #

（=）；当 #为锐角时，6， '

D
C45 #%0$ %

' 】，.
$】C45 #

'】，】.
C45 #

（ =）；当 #为直

角时，6, '
D
%0$ %
'】，.
$】
'】，】.（=），则当 #为

钝角时，】）C45 #）$，6$D】，】. ='6,；当 #为

锐角时，】）C45 #）$，6，D】，】. ='6,，所以当

船垂直于河岸行驶，即0$(0， 时，所用时

间最短，， ，$%，

对于；和C，由&可知，这艘船到达河对

岸的渡河时间最短为6, '】，】. ='】，】.F

@】',（045），， #$%，$&'，

对于 +，如图#，设点 ；是河对岸一点，

%；与河岸垂直，那么当这艘船实际沿着

%；方向行驶时，船的航程最短，由图#

可 知， 设 0'0$ 30，， 则 %0%'

%0$ %
，6%0， %槡

， '槡（ @ （;0<=），此时，船的

航行时间 6'
D
%0%
'】，.

槡（ @
F@】 '

,】

槡（ @
1

,，$（045）D,（045），， !&'，

图#

2，+' r【解析】设空速向量为 ，，风速向

量为 "，地速向量为 $，则 ，'（,，（），"'

（$，6$），

所以$'，3"'（,，（）3（$，6$）'（（，,），

所以%$%' （，3,槡
， '.，

所以地速大小为 . 0<C，， ，$%；

由 ，'（,，（），$'（（，,）可知地速向量的

方向与空速向量的方向不相同，， #



，'；

由于纵向偏移量为 （ 0<C，与标准值无偏

差，! $$%；

由于无人机计划沿 -轴正方向为线路巡

检，而地速向量为$'（（，,），

所以需要调整飞行姿态，! !$%，!

" ，$!，

e， r【解析】在'%；'中，点(在；'边上

且 ；('
$
,

；'，则 %(!
##

'%；!"" 3；(!"" '%；!"" 3

$
,
；'!"" '%；!"" 3$

,
（%'!"" 6%；!"" ）'

$
,
%'!"" 3，

,
%；!"" ，

又%%；!"" %'$，%%'!"" %'，，$；%''@】)，

则 %%(!
##

%'
$
,
%'!"" 3，

,
%；!""( )槡

，

'

$
-
%%'!"" %，3

（
-
%%；!"" %，3

（
-
%'!"" ·%；!""槡 '

$
-
F（3

（
-
F$3

（
-
F$F，F

$
，槡 '，槡,

,
，即

%(的长度为
，槡,
,

，! !$%，

o，/

IJKLr利用平面向量基本

定理得到 %0!"" '，2
,
%"!"" 3:

,
%#!

##

，由共线

定理的推论得到
，2
,
3:
,
'$，然后根据

“$”的代换，结合基本不等式求解最

小值即可，

【解析】连接 %0（图略），%0!"" '%；!"" 3；0!"" '

%；!"" 3$
,
；'!"" '%；!"" 3$

,
（%'!"" 6%；!"" ）'

，
,
%；!"" 3

$
,
%'!"" ，

因为 %；'2%"，%'':%#，所以 %0!"" '

，2
,
%"!"" 3:

,
%#!

##

，

又"，0，#三点共线，所以
，2
,
3:
,
'$，

由于2D】，:D】，

所以
$
2
3，

:
' $

2
3，

:( ) ，2, 3:
,( ) '（, 3

:
,2
3（2
,:*

（
,
3，

:
,2

·
（2
,:槡 ':

,
，

当且仅当
:
,2
'（2
,:

，即 2'
,
（
，:'

,
， 时等



号成立，

故
$
2
3，

: 的最小值为
:
,
，Co #，

，，
.，
@

pyrirrrrrrrr作 $%!
##

''$，$；
!"" ''，，

$(!"" '',，以 $%，$；为邻边作平行四

边形 $%'；，连接 $'，则 $'!"" '$%!
##

3

$；!"" ''$3'， '6',，利用平面向量数量

积的运算性质求出$%$'，可得出

$%$(的大小，由此可得出 ', 与 '$

夹角的大小，

【解析】作 $%!
##

''$，$；
!"" ''，，$(

!"" '',，以

$%，$；为邻边作平行四边形$%'；，连接

$'，则$'!"" '$%!
##

3$；!"" ''$3'， '6',，

由题意可得%$%!
##

%'$，%$；!"" %'槡
@3槡，
，

，

$%$；'，
（
，

则$%!
##

·$；!"" '%$%!
##

%·%$；!"" %ABC，
（
'$F

槡@3槡，
，
F槡，
，
'槡,
3$
，

，

%$'!"" %' （$%!
##

3$；!"" ）槡
，

' $%!
##

，3，$%!
##

·$；!"" 3$；!""槡
，

' $3（槡,3$）3（槡,3，槡 ）

' （3，槡槡 , '槡,3$，

则$%!
##

·$'!"" '$%!
##

·（$%!
##

3$；!"" ）'$%!
##

，3$%!
##

·

$；!"" '$3槡
,3$
，
',
3槡,
，

，

所 以 ABC$%$' ' $%!
##

·$'!""

%$%!
##

%·%$'!"" %
'

,3槡,
，

$F（槡,3$）
'槡,
，
，

因为 】）$%$'），，所以$%$''，
@
，则



$%$('
.，
@
，

即', 与'$ 夹角的大小为
.，
@
，

；，（$）【解】8+是 %；的中点，%,!"" '，
,
%(!

##

，

；C!"" ' ，
,

；'!"" ，9+,!"" '%,!"" 6%+!"" ' ，
,

%(!
##

6

$
，
%；!"" '，

,
"6
$
，
，，+C!"" '+；!"" 3；C!"" '$

，
%；!"" 3

，
,
；'!"" '$

，
，3
，
,
"，

（，）【证明】8%，%'
（
,
%"%，9+,!"" ·+C!"" '

，
,
"6
$
，
，( ) ·

$
，
，3
，
,
"( ) '$, ，· "3

（
-
%"%，6

$
（
%，%，6

$
,
，·"'

（
-
%"%，6

$
（
F

$@
-
%"%，'】，9+,!"" (+C!"" ，则+,(+C，

，@56 对于利用向量解决线段垂

直的问题，可以联想到两个向量垂直

的条件（向量的数量积为 】），而对于

这一条件的应用，既可以考虑向量关

系式的形式，也可以考虑坐标的

形式，r

)，（$） 【证明】8；0!"" '$
,

；'!"" ，9%0!"" 6%；!"" '

$
,
%'!"" 6$

,
%；!"" ，即 %0!"" '$

,
%'!"" 3，

,
%；!"" ，又 $

为线段%0的中点，9%$!
##

'$
@
%'!"" 3$

,
%；!"" ，

又 %1!
##

' ，
.

%；!"" ，9%；!"" ' .
，

%1!
##

，9%$!
##

'

$
@
%'!"" 3.

@
%1!

##

，且
$
@
3.
@
'$，9'，$，1三

点共线，

（，）【解】由（$）可得 %0!"" '$
,
%'!"" 3，

,
%；!"" ，

又'1!"" '%1!
##

6%'!"" ，设 %1!
##

'6%；!"" （】,6,$），

则'1!"" '6%；!"" 6%'!"" ，由 %0!"" ('1!"" 可得 %0!"" ·

'1!"" '】，即 ( $, %'!"" 3 ，
,

%；!"" ) · （6%；!"" 6

%'!"" ） '】， 9
6
,
%'!"" · %；!"" 6 $

,
%%'!"" %， 3

，
,
6%%；!"" %， 6

，
,

%'!"" · %；!"" '】， 即
66，
,
F



@ABC$；%'6,3
:
,
6'】，整理得ABC$；%''

,6
:
,
6

，（66，）
'
6:
,
（66，）6

E
,

，（66，）
'6（

,
6 E
@（66，）

，

故ABC$；%'0 ）6,（ ，6
$
@ ] ，

9ABC$；%'的取值范围为 ）6,（ ，6$@ ] ，
)，，，o，UVDELFVDE

!"%#$%&'

2，/' r【解析】在三角形中，已知两边及

其中一边的对角，根据余弦定理的应用

条件，可以解三角形，， ，&'；余弦定

理揭示了任意三角形中边与角之间的关

系，因此它适用于任何三角形，， #$

%；利用余弦定理，可以解决已知三角形

三边求角的问题，， $$%；在三角形

中，勾股定理是三角形为直角三角形时

余弦定理的特例，， !$%，

)*+, 勾股定理与余弦定理的

联系

rr（$）勾股定理指出了直角三角形

中三边平方之间的关系，余弦定理则

指出了一般三角形中三边平方之间

的关系，

rr（，）由余弦定理和余弦函数的性

质可以看出，在'%；'中："若 ；'，3

%'， '%；，，则 '是直角；#若 ；'， 3

%'，）%；，，则 '是钝角；；若 ；'， 3

%'，D%；，，则'是锐角，

rr由此可知，余弦定理是用准确的

量化关系去解决问题，即用边长关系

去判断三角形的形状，因此，勾股定

理是余弦定理的特例，余弦定理是勾

股定理的推广，

e，+r【解析】88， 3=， 6（， '38=，9ABC''

8，3=，6（，

，8=
'38=
，8=
'3
，
，8】）'），，96$）

ABC'）$，解得6，）3），，9实数 3的取值

范围是（6，，，），， ，$%，



）*56 在解三角形问题时，遇到

8，3=， 6（， '38=型的式子 （其中 8，

=，（分别为'%；'的内角%，；，'所对

的边，30#），首先想到余弦定理的变

形 ABC''
8，3=，6（，

，8=
'38=
，8=
'3
，
，尤其

当3'H$， 槡H，， 槡H,时，'是特殊角，要在

做完此题后有明确的认知并牢记规律，

o，，
,

，89:r由本题题干可以看

出等式右边部分可直接利用射影定

理变形，进而化简求解即可，

【解析】8，=ABC；'8ABC'3（ABC%，9由射

影定理得 ，=ABC；'=，9ABC；'
$
，
，8】）

；），，9；'，
,
，r

，，'

，89:r本题为已知两边及

其中一边的对角解三角形，符合通法

攻略 $$中的类型，

【解析】 8 8 ',，='槡E ，；'@】)，=
， '

8，3（，6，8（·ABC；，9E'-3（， 6，F,F（F

$
，
，则（，6,（3，'】，解得 （'$ 或 （'，，经

检验，均符合题意，! $$%，

；，/r【解析】8C45
'
，
'，槡.
.

，9ABC''$6

，C45，
'
，
'$6，F

（
.
'6,
.
，9根据余弦定

理得，%；， '；'，3%'，6，；'·%'·ABC''

（3，.6，F，F.F6
,
.( ) '（$，

9%；'槡（$，! #$%，

)，/r【解析】由 ?15
%3；
，
3?15

'
，
'（ 得，

?15 ，6'
，
3?15

'
，
'（，9?15 ，6'

，
3?15

'
，
'

C45 ，
6'
，

ABC，
6'
，

3
C45

'
，

ABC
'
，

'
ABC

'
，

C45
'
，

3
C45

'
，

ABC
'
，

'（，



9
$

C45
'
，
ABC

'
，

'（，

9C45 ''
$
，
，又 8'，（'，，98'，D（'$，

9'0 】， ，
，( ) ，9''，

@
，9ABC''槡

,
，
'

8，3=，6（，

，8=
'（
3=，6$
（=

，解得 ='槡, ， ， #

$%，

*，'r【解析】在'%；'中，内角 %，；，'的

对边分别为 8，=，（，若 8 '.，='（，（'

槡，$ ， 则 可 得 ABC''
8，3=，6（，

，8=
'

.，3（，6（ 槡，$ ）
，

，F.F（
'$
，
，又 】)）'）$:】)，可

得''@】)，， $$%，

)*?@ 已知三边求解三角形的

方法

rr若已知三角形的三边，可利用余

弦定理求解出各角的大小，注意：在

已知三边求三个角时，一般先求大角

后求小角，

,，+r【解析】由=68'，D】，=6（'（D】 得 =D

8，=D（，

所以=是三角形中最大的边，即；'
，，
,
，

由=， '8，3（，6，8（ABC；可得=， '（=6，） ，3

（=6（） ，6，（=6，）（=6（）F6
$
，( ) ，

化简可得=，6-=3$（'】，又=D（，

，pqrs =5tu/vwxy

z5{|MN/}I~z5�;I��

故='E，，" ，，

-，+r【解析】由 8'（6$，='（3$，得=D（D8D】，

又因为'%；'为钝角三角形，所以ABC；）

】，即
（，3（（6$），6（（3$），

，（（（6$）
）】，所以 （，6（（）】，

故 】）（）（，由三角形的两边之和大于第三

边，得（3（6$D（3$，故 （D，，故 （的取值范

围为（，，（），， ，$%，



）&12 忽略三角形的三边关系

致错

rr由于余弦定理及其推论的变形

较多，且涉及平方和、开方等运算，所

以可能会因不细心而导致错误，在利

用余弦定理求出三角形的三边后，还

要判断一下这三边是否满足构成三

角形的条件，

2.，直角三角形或钝角三角形r【解析】已

知不等式变形得 ABC%3$*
=
（
3$，

即ABC%*
=
（"，由余弦定理得 ABC%'

=，3（，68，

，=（
，代入"得

=，3（，68，

，=（ *
=
（
，整理

得=，38，,（，，当 =，38， '（， 时，'%；'为

直角三角形；当=，38，）（， 时，可得ABC''

=，38，6（，

，=8
）】，即 '为钝角，此时'%；'为

钝角三角形，综上，'%；'的形状为直角

三角形或钝角三角形，

，@56 利用余弦定理判断三角形

的形状的思路

rr（$）化边为角，再进行三角恒等

变换，求出角之间的关系，

rr（，）化角为边，再进行代数恒等

变换，求出三条边之间的关系，

rr一般地，若遇到的式子含角的余

弦或边的二次式，则要考虑用余弦

定理，

rr注意：统一成边的关系后，等式

两边不要轻易约分，否则可能会出现

漏解，

2，/r【解析】因为 %；D'%D；'，所以角 '

与角 %分别为'%；'的最大角与最

小角，

，"#��}�'(�����

'I��(I/�^X��`a���

}GI/�}I~VI)�W��



由余弦定理得 ABC；'
%；，3；'，6'%，

，%；F；'
'

-3（6E
$，

'$
，
，

因为 】)）；）$:】)，所以 ；'@】)，故 %3''

$:】)6@】)'$，】)，，" #，

e，'r【解析】由余弦定理可得 %；， '%'， 3

；'，6，%'·；'·ABC'，8ABC''
，
,
，

%''（，；'',，9%；， '$@3-6，F（F,F

，
,
' -， 故 %； ' ,， 故 ABC ； '

%；，3；'，6%'，

，%；·；'
'-
3-6$@
，F,F,

'$
-
，，" $，

o，'r【解析】在'%；'中，由余弦定理得

8
（
'8

，3=，6（，

=，3（，68，
'，8=ABC'
，=（ABC%

，

整理得ABC%'ABC'，

又%，'0（】，，），函数 .'ABC-在（】，，）

上单调递减，所以%''，

所以'%；'一定是等腰三角形，，" $，

，，/r【解析】因为 2D
,
，
，所以 ；'6%''

.26（23@）'（26@D】，所以 .2D23@，即

；'D%'，又 .2D,2D】，即 ；'D%；，所以

'%；'的三个内角中角%最大，则由余弦

定理得ABC%'
（,2），3（23@），6（.2），

，F,2（23@）
）】，

得（.23@）（26，）D】，则2D，，又因为23

@D.26,2，所以 2）@，所以 2的取值范

围是（，，@），， #）%，

；，'r【解析】由 @=（ABC%'6，8（ABC；得

,=ABC%'68ABC；"，

由6，8（ABC；'6,8=ABC'得 ，（ABC；'

,=ABC'#，

将 ABC % ' =，3（，68，

，=（
， ABC ； '

8，3（，6=，

，8（
，ABC''

8，3=，6（，

，8= 代入"#，化

简得

8， '=，3，（，；，

8， '.（，6.=，%，

联立；%得 =， 3，（， '.（， 6.=， 2 @=， '

,（，2（， '，=，，

代入；得 8， '=，3，（，=，）'.=，，



则ABC%'
=，3（，68，

，=（
'=

，3，=，6.=，

，=·槡，=
'6槡，
，
，

因为%0（】，，），所以%'
,，
（

，，" $，

)，（（，@］r【解析】由 8ABC；3=ABC%'槡
,（

，C45 '及

射影定理，得 （'槡
,（

，C45 '
，即 C45 ''槡

,
，
，因

为'是锐角，所以 ''，
,
，由余弦定理

得（， '8，3=，6，8=ABC，
,
'（83=） ，6,8=*

（83=） ， 6
,（83=） ，

（
'（8

3=） ，

（
，当且仅当

8'=时等号成立，由（83=） ，,$@，得 83

=,（，又 83=D（，且 （'，，所以 （）83

=3（,@，

*，，
@
r【解析】因为 ，8ABC；'（68，由余弦

定理得 ，8·
8，3（，6=，

，8（
'（68，整理得 （'

=，

8
68，所以

（3（8
=
'

=，

8
683（8

=
'=

8
3,8

=*

，
=
8
·
,8
=槡 '，槡, ，当且仅当

=
8
',8

=
，即

='槡, 8时，等号成立，
（3（8
= 取最小值

，此

时（'
=，

8
68'，8，所以 ABC%'

=，3（，68，

，=（
'

,8，3（8，68，

，槡, 8·，8
'槡,
，
，又因为 %0（】，，），所

以%'，
@
，

,， ）JKLr（$）根据条件求 %'，

；'的长，在'；'(中，由余弦定理可

求；(，

（ ，） 设$%'('# 】）#）
，
，( ) ， '('

；('8，表示出 ；'，在'；'(中利用

余弦定理结合同角三角函数基本关

系可求 ABC#，再用二倍角公式可得

结果，

【解】 （$）因为 %((%'，%；(；'，所以

$；%'3$%'；'$%('3$%'('，
，
，

因为 '%平 分 $；'(， 所 以 $%'；'



$%'(，r

所以 $；%''$%(''
.，
@
6，
，
'，
,
，

$%'；'$%'('，
，
6，
,
'，
@
，

故$；'('，$%'('，
,
，因为 %((%'，

%；(；'，

所以 %'''(ABC$%'('槡, ， ；''

%'ABC$%'；'
,
，
，

，"#�I}I~z}IfP5`�

在 '；'( 中， 由 余 弦 定 理 得 ；('

；'，3'(，6，；'·'(ABC$槡 ；'('槡
$,
，

，

（，）设$%'('$%'；'# 】）#）
，
，( ) ，则

$；'('，#，

又%((%'，%；(；'，设'('；('8，

则%'''(ABC$%'('8ABC#，

；''%'ABC$%'；'8ABC，#，

在'；'(中，由余弦定理得

ABC$；'('ABC，#'
'(，3；'，6；(，

，'(·；'
'

8，38，ABC（#68，

，8·8ABC，#
'$
，
ABC，#，

因为 ABC，#'，ABC，#6$，所以
$
，
ABC，#'

，ABC，#6$，

解得ABC#'槡
@
,
，

则ABC，#'，ABC，#6$'，F
，
,
6$'

$
,
，

，"#��I5����

即ABC$；'('
$
,
，

-，【解】（$）如图，因为 "，#分别为边 ；'，

%；的中点，所以 %"!"" '$
，

（%；!"" 3%'!"" ）'

$
，
%；!"" 3$

，
%'!"" ，'#!"" '$

，
（'%!"" 3'；!"" ）'

$
，
·

（6%'!"" 3%；!"" 6%'!"" ）'
$
，
%；!"" 6%'!"" ，

因为%"!"" ·'#!
##

'】，所以 ( $， %；!"" 3$
，
%'!"" ) ·

( $， %；!"" 6%'!"" ) '】，所以 $（ %；!"" ， 6 $
（
%；!"" ·



%'!"" 6$
，
%'!"" ， '】，

所以（，6=（ABC$；%'6，=， '】，由余弦定理

的推论 ABC$；%''
=，3（，68，

，=（ 得，（， 6=（·

=，3（，68，

，=（
6，=， '】，所以 .=， '（， 38，，所以

8，3（，

=，
'.，

（，） 因为'%；'为锐角三角形，所以

ABC%'
=，3（，68，

，=（
D】，

ABC；'
8，3（，6=，

，8（
D】，

ABC''
=，38，6（，

，8=
D】，













即=，3（，D8，，8，3（，D

=，，=，38， D（，，又 .=， '（， 38，，所以 ,8， D

，（，，,（， D，8，，所以
，
,
）
（，

8，
）
,
，
，即槡

@
,
）

（
8
）槡
@
，
，

所 以 ABC ； ' 8，3（，6=，

，8（
'

8，3（，6
$
.
（8，3（，）

，8（
'，
.

（
8
38

（( ) ，令 6'

（
8
， 则 槡

@
,
）6）槡

@
，
， 所 以 ABC；'

，
.

63
$
6( ) ，令 <（6）'63

$
6
，则 <（6）在

槡@
,
，$( ) 上单调递减，在 $，槡

@
，( ) 上单调

递增，

又<（$）'，，<槡@
,( ) '<槡@，( ) ' 槡. @@ ，所以

，,63
$
6
） 槡
. @
@

，所以
（
. ,ABC；）槡

@
,
，

即ABC；的取值范围为 （
.
，槡
@
,） ) ，

，"&#(%&'

2，/r【解析】在'%；'中，由正弦定理的

变形可得 8 '，5C45 %，='，5C45 ；，（'

，5C45 '（其中 5为'%；'的外接圆半



径），故有 8 G=G（'C45 %GC45 ；GC45 '，

，，$%；

若C45 ，%'C45 ，；，则 ，%'，；或 ，%3，；'

，，可得%'；或%3；'，
，
，， #&'；

若 %D；成立，则有 ；'D%'，8；''

，5C45 %，%''，5C45 ；（其中 5为'%；'

的外接圆半径），9C45 %DC45 ；成立，，

$$%；

由
8
C45 %

' =
C45 ；

' （
C45 '

，再根据比例式的

性质可得!$%，

e，/r【解析】在'%；'中，因为；3''@】)，

所以%'$，】)，所以
C45 %
8
'C45 $，】)

,
'槡,
@
，

由正弦定理以及比例式的性质可得

C45 %3C45 ；6C45 '
83=6（

'C45 %
8
'槡,
@
，， #

$%，

o， 

789:r本题为已知两角及

一边解三角形，符合通法攻略 $， 中

的类型，

【解析】因为$；%''@】)，$%；''E.)，所

以$%'；'$:】)6@】)6E.)'（.)，由正弦

定理得
%；

C45$%'；
' ；'
C45$；%'

，即
，槡，

槡，
，

'；'

槡,
，

，

解得；''，槡,，，" !，

，，/r【解析】在'%；'中，因为 ='槡， ，；'

，
@
，ABC%'6

,
.
，所以 C45 %'

（
.
，由正弦

定理
8
C45 %

' =
C45 ；

， 可 得 8 '
=C45 %
C45 ；

'

槡，F
（
.

$
，

':槡，
.

，， #$%，

；， r【解析】在'%；'中，%'@】)，%''，，

；''，槡, ，由正弦定理得
；'
C45 %

'%'
C45 ；

，即

，槡,

槡,
，

' ，
C45 ；

，解得 C45 ；'
$
，
，又 %'）；'，

所以；）%，即 】)）；）@】)，所以 ；',】)，，



!，%，

0&12 忽略三角形中大边对大角

而致错

rr已知三角形的两边及其中一边

的对角，利用正弦定理求另一边的对

角时，由于三角形内角的正弦值都为

正，所以当所得内角的正弦值大于 】

且小于 $ 时，这个内角可能为锐角，也

可能为钝角，因此需要根据题中的隐含

条件来判断角的情况，

?@56 （$）若已知两边和其中一

边的对角，利用正弦定理解三角形

时，需要判断三角形有几个解，防止

漏解或多解，（，）判断三角形解的个

数时可以选择代数法，也可以根据条

件画出图形，通过图形直观判断，

)，'r 【解析】 由正弦定理可得
，槡，
C45 '

'

（槡,
,

C45 ，
（

，所以 C45 ''槡
,
，
，而 '0 】，

,，
（( ) ，

可得''，
, 或

''
，，
,
，经检验，均符合题

意，! $，%，

*，/'

789:r本题为已知三角形

的部分情况判断三角形解的个数，可

利用通法攻略 $,求解，

【解析】由=D8 得 ；D%，此时三角形显然

不存在，! ，&'；

由正弦定理得
$

C45 ,】)
' （
C45 ；

，则 C45 ；'

，，显然角；不存在，! #，%；

由正弦定理得
槡，

槡，
，

'槡,
C45 ；

，所以 C45 ；'

槡,
，
，因为=D8，所以；D%，故；'@】)或；'

$，】)，! $，%；

若%'@】)，8'='，，则'%；'为等边三角

形，唯一确定，! !&'，



,，'r【解析】'%；'中满足条件的角 %有

两个不同的值，即三角形有两解，根据三

角形解的个数为 ，，8'@，='-，；'
，
,
，可

得-D@C45 ，
,
',槡, ，且-）@，所以 ,槡,）-）

@，， $$%，

-， r【解析】因为 ；'，
（
，='@槡， ，所以由

正弦定理可得，C45 %'
8C45 ；

=
'8
$，

，

当 】）8,='@槡，时，%,；，%有一解，即

'%；'有一解，

当 @槡， ）8）$， 时，%D；，%有两解，即

'%；'有两解，

当 8'$， 时，C45 %'$，%'，
，
，%有一解，

即'%；'有一解，

当 8D$， 时，C45 %D$，%无解，即'%；'

无解，

综上所述，若'%；'有一解，则实数 8 的

取值范围是（】，@槡， ］.｛$，｝，

2.，+

789:r本题可观察到不等

式 8D，=两边是齐次的边长关系，故

可利用通法攻略 $（ 将其转化为角的

关系，进而判断求解，

【解析】由 8D，=及正弦定理，得 C45 %D

，C45 ；，因为 C45 ；'C45（，6；）'C45（%3

'），所以C45 %D，C45（%3'），反之亦成立，

所以“8D，=”是“C45 %D，C45（%3'）”的充

要条件，， ，$%，

22，【解】 （$）8（'8（$3，ABC；），9由正弦

定理可得C45 ''C45 %·（$3，ABC；），

又%3；3''，，9C45 ''C45（%3；），

9C45 （%3；） 6，C45 %ABC；'C45 %，即

ABC%C45 ；6C45 %ABC；'C45 %，

9C45（；6%）'C45 %，9；6%'%或 ；6%3

%'，（舍去），9；'，%，

8；'，
,
，9%'，

@
，

9''，
，
，

（，）由题意及（$）得，在'%；'中，；'，%，



由正弦定理得，
=
8
'C45 ；
C45 %

'C45 ，%
C45 %

'

，ABC%，

8'%；'为锐角三角形，

9

】）%），
，
，

】），%），
，
，

】），6%6，%）
，
，
，













解得
，
@
）%），

（
，

槡9 ，），ABC%槡）, ，

9
=
8 的取值范围为

（槡， ，槡, ），

2e，/r 【 解 析 】 在 '%；' 中， ,8 '

，槡,=C45 %，利用正弦定理得 ,C45 %'

，槡,C45 ；C45 %，因为 C45 %）】，故 C45 ；'

槡,
，
，由于 】）；），，故 ；'，

, 或
；'
，，
,
，又

由于ABC；'ABC'，所以 ；''，故 ；'，
,
，

所以；'''%'，
,
，所以'%；'为等边三角

形，，#$%，

?@56 判断三角形的形状就是根

据已知条件判断三角形是否为某些

三角形（如锐角、直角、钝角、等腰、等

边三角形等），这类题目的解答通常

有以下两种思路：

（$）化边为角：根据正弦定理把已知

条件中边和角的混合关系转化为角

的关系，再进行三角恒等变换，得到

角的三角函数值或角的三角函数值

之间的关系，进而得到三角形的角与

角的关系，从而确定三角形的形状；

（，）化角为边：根据正弦定理把已知

条件中边和角的混合关系转化为边

的关系，然后通过整理得到边与边之

间的数量关系，从而确定三角形的

形状，

在运用上述两种方法时，都不应随便

约去公因式，以免漏解，

2o，'r【解析】由
8，3=，

8，6=，
'C45（%

3；）
C45（%6；）

，得（8，3

=，）C45（%6；）'（8，6=，）·C45（%3；）（8）



=）， 9 （ 8， 3=， ） · （ C45 %ABC；6

ABC%C45 ；） ' （ 8， 6=， ） （C45 %ABC；3

ABC%C45 ；） （ 8）=），9（8，3=，）（8ABC；6

=ABC%）'（8， 6=，） （8ABC；3=ABC%） （ 8）

=）， 9 （ 8， 3=， ） ( 8 ·
8，3（，6=，

，8（
6=·

=，3（，68，

，=（ ) '（8，6=，） ( 8·8，3（，6=，

，8（
3=·

=，3（，68，

，=（ ) （8）=），98， 3=， '（，，且 8）

=，9'%；'是直角三角形但一定不是等

腰三角形，， $$%，

2，，'r【解析】对于甲：8ABC%'=ABC；，由

正弦定理可得C45 %ABC%'C45 ；ABC；，则

C45 ，%'C45 ，；，又 %，；，%3；0（】，，），所

以 ，%'，；或 ，%'，6，；，即 %'；或 %3

；'，
，
，所以 %'；或 ''，

，
，所以'%；'

为等腰三角形或直角三角形且''，
，
，

对于乙：8，?15 ；'=，?15 %，由正弦定理可得

C45，%?15 ；'C45，；?15 %， 所 以 C45，%·

C45 ；
ABC；

'C45，；·
C45 %
ABC%

，又%，；0（】，，），所

以C45 %D】，C45 ；D】，所以 C45 %ABC%'

C45 ；ABC；，则C45 ，%'C45 ，；，又 %，；，%3

；0（】，，），所以 ，%'，；或 ，%'，6，；，

即%'；或 %3；'，
，
，所以 %'；或 ''

，
，
，所以'%；'为等腰三角形或直角三

角形且''，
，
，

对于丙：8ABC；'=ABC%，由正弦定理可得

C45 %ABC；'C45 ；ABC%，所以 C45（%6；）'

】，又 %，；0（】，，），所以 %6；0 （6，，

，），所以%6；'】，即%'；，所以'%；'为

等腰三角形，

对于丁：86='（ABC；6（ABC%，由正弦定理可

得C45 %6C45 ；'C45 'ABC；6C45 'ABC%，所以

C45（；3'） 6C45 （%3'） 'C45 'ABC；6

C45 'ABC%，即 C45 ；ABC'3ABC；C45 '6

C45 %ABC'6ABC%C45 ''C45 'ABC；6



C45 'ABC%，所以 C45 ；ABC'6C45 %ABC''

】，即（C45 ；6C45 %）ABC''】，所以 ABC''

】或C45 ；6C45 %'】，又%，；，'0（】，，）且

%3；3''，，所以 ''，
， 或

%'；，所以

'%；'为等腰三角形或直角三角形且

''，
，
，

2；，/r【解析】依题意得，'%；'的面积

4'
$
，
%；F%'FC45$；%''

$
，
F（F,F

$
，
'

,，，" #，

2)， r 【解析】因为 4'%；''
$
，

8=C45 ''

槡,
（
8='槡, ，所以 8='（，

又（， '8， 3=， 6，8=ABC''（83=） ， 6，8=6

8='，.6,8='，.6$，'$,，

所以（'槡$,，，" !，

2*，+r 【解析】由题知 C45 ，%3C45 ，'3

C45 ，；'$，

即C45 ［（%3'）3（%6'）］3C45 ［（%3'）6

（%6'）］3，C45 ；ABC；'$，

，"#X);�I5�����

��I����

即 ，C45（%3'）ABC（%6'）3，C45 ；ABC；'$，

又%3；3''，，所以C45（%3'）'C45 ；，ABC（%3

'）'6ABC；，

所以 ，C45 ；ABC（%6'） 6，C45 ；ABC（%3

'）'$，

即 ，C45 ；［ABC（%6'）6ABC（%3'）］'$，

所 以 （C45 ；C45 %C45 ' ' $，

C45 ；C45 %C45 ''
$
（
，

因为 4'%；''
$
，
8=C45 ''，，又 8'，5C45 %，

='，5C45 ；，所以
$
，
·，5C45 %·，5C45 ；·

C45 ''，，

所以5，C45 %C45 ；C45 ''$，

所以5， '（，解得5'，，，" ，，

2,， IJKLr（$）应用向量数量积

的定义及三角形面积公式可得

?15 ''6槡, ，结合角的范围求其大小；

（，） 由 （ $） 得 8='（，由余弦定理

得（， '8，3=，3（，再应用基本不等式求

三角形周长的最小值，



【解】（$）设 ；''8，%''=，则 8=ABC''

6，"，
$
，
8=C45 ''槡,#，

#J"，得
$
，
?15 ''6槡

,
，
，解得 ?15 ''

6槡, ，又 】）'），，所以''
，，
,
，

（，）由（$）知
$
，
8=C45 ''槡, ，所以 8='（，

设 %；'（，由余弦定理得 （， '8， 3=， 6

，8=ABC''8，3=，38='8，3=，3（，

'%；'的 周 长 为 8 3=3（'8 3=3

8，3=，3槡 （*， 槡8=3 ，8=3槡 （ '（3槡， , ，

当且仅当 8'='， 时取等号，所以'%；'

周长的最小值为 （3槡， ,，

2，/r 【解析】已知在'%；'中，%'，
@
，

；''槡， ，%；'槡@ ，

根据正弦定理
；'
C45 %

'%；
C45 '

，可得 C45 ''

%；C45 %
；'

'
槡@FC45

，
@

槡，
'
槡@F

$
，

槡，
'槡,
，
，

因为%；D；'，所以 'D%，又因为 】）'），，

所以''，
, 或

''
，，
,
，

即“%；'槡@ ”不能推出“''，
,
”；

已知在'%；'中，%'，
@
，；''槡， ，''

，
,
，

根据正弦定理
；'
C45 %

' %；
C45 '

，可得 %；'

；'C45 '
C45 %

'
槡，FC45

，
,

C45 ，
@

'
槡，F

槡,
，

$
，

'槡@ ，

即“''，
,
”可以推出“%；'槡@ ”，

综上，“%；'槡@ ”是“''，
,
”的必要不充

分条件，”" #，

e，/ r 【解析】C45，%3C45，；）$6ABC，''

C45，'，由正弦定理得 8，3=，）（，，由余弦定

理的推论得ABC''
8，3=，6（，

，8=
）】，又 】）'）



，，所以'0
，
，
，，( ) ，则'%；'为钝角三

角形，， ，$%，

在'%；'中，由正弦定理得
=
C45 ；

' （
C45 '

，

所以C45 ''
（C45 ；

=
'槡,
，
，又 】）'），，所以

''，
, 或

，，
,
，所以 %'，

， 或
，
@
，又'%；'

的面积 4'
$
，
=（C45 %，所以 4'槡

,
， 或

4'

槡,
（
，， #&'，

因为'%；'为锐角三角形，所以 %3；D

，
，
，则

，
，
D%D，

，
6；D】，所以 C45 %D

C45 ，
，
6；( ) 'ABC；，， $$%，

若'%；'有两解，则 8C45 ；）=）8，即 ,）=）

槡， , ，， !&'，，" #!，

o，/

IJKLr设%'D%；，利用面积

比可得
；#
#'
'%；
%'
'$
，
，结合等面积法可

得%''$，，%；'@，即可利用向量的模

求解，

【解析】不妨设 %'D%；，由
4'%；#

4'%'#

'；#
#'
'

$
，
%；·%#C45 ，

,
$
，
%'·%#C45 ，

,

2
；#
#'
'%；
%'

，

因为 ；''@"#，"''
$
，

；'，所以 ；#'

；"6#"'
$
，

；'6
$
@

；''
$
,

；'，'#'

"'3#"'
$
，
；'3

$
@
；''

，
,
；'，

所以
；#
#'
'%；
%'
'$
，
，

又 4'%；''4'%；#34'%'#'
$
，

%；·%#·

C45 ，
,
3 $
，

%'· %#C45 ，
,
' $
，

%'·

%；C45
，，
,
，

化简得 （（%；3%'）'%'·%；，故 %''$，，



%；'@，

所以%%"!"" %'
$
，
·%%；!"" 3%'!"" %

'$
，

%；!"" ，3%'!"" ，3，%；!"" ·%'!""槡

'$
，
F ,@3$（（3，F@F$，F6

$
，( )槡

'槡, , ，，" #，

，， 

IJKLr由 8ABC；'（ ，（6

=）ABC%结合正弦定理和三角函数恒

等变换公式可求得 %'，
,
，再结合余

弦定理得 =（,-，从而可求出三角形

面积的最大值，进而可求出 %"的最

大值，

【解析】因为 8ABC；'（，（6=）ABC%，

所以由正弦定理得 C45 %ABC；'（，C45 '6

C45 ；）ABC%'，C45 'ABC%6C45 ；ABC%，

所以C45 %ABC；3C45 ；ABC%'，C45 'ABC%，

所以C45（%3；）'C45 ''，C45 'ABC%，

因为C45 '）】，所以ABC%'
$
，
，

因为%0（】，，），所以%'，
,
，

因为 8',，所以由余弦定理得 -'=，3（，6

，=（ABC%'=，3（，6=（*，=（6=（'=（，

当且仅当='（',时取等号，

所以 4'%；''
$
，
=（C45 %'槡

,
（
=（,
-槡,
（

，

因为 %"是'%；'的高，所以
$
，

8 ·

%",
-槡,
（

，

所以%",
,槡,
，

，

所以%"的最大值为
,槡,
，

，，" !，

；， E
:
，
.槡，
:） ] r 【解 析 】 8 ， （ 8C45 %6

（C45 ；ABC%）'=C45 ；，9由正弦定理可得

，（8，6=（ABC%）'=，，整理可得 ，8，6，=（·

=，3（，68，

，=（
'=，，9,8， '，=， 3（，，可得 8， '



，=，3（，

,
，9ABC%'

=，3（，68，

，=（
'

=，

,
3，（

，

,
，=（

'

$
@

=
（
3，（

=( ) *
$
@
F槡， ， '

槡，
,
，当且仅当

='槡， （时 取 等 号，又 ABC%）$，

9槡
，
, ,ABC%）$，不等式 ,】CABC（；3'）3

-ABC，%3$@C，3.,】，可化为6,】CABC%3

-（，ABC，%6$）3$@C，3.,】，令 6'ABC%0

槡，
,
，$） ) ，则该不等式可以化为 -6， 6

$.C63:C，6，,】，它在60 槡，
,
，$） ) 上恒成

立，令 C （6） '-6， 6$.C63:C， 6，，则

C 槡，
,( ) ,】，

C（$）,】，
， 解得

E
: ,C, 槡. ，

:
，故 C的

取值范围为
E
:
， 槡
. ，
:） ] ，

)，【解 】 （ $ ） 因为 %；，'(， %；'，槡@ ，

ABC$%(；'
$
,
， ABC$%'槡

@
,
， 所 以

C45$%' $6ABC，$槡 %'槡
,
,
，C45$%(；'

$6ABC，$槡 %(；'
，槡，
,

，$%；('$；('，

又$%3$%(；3$%；('，，所以$；(''

，6（ $%3$%(；）， 则 ABC$；(''

ABC［，6（$%3$%(；）］ '6ABC（$%3

$%(；） ' 6 ABC$%ABC$%(； 3

C45$%C45$%(；'槡
,
,
F，槡，
,
6槡@
,
F $
,
'

槡@
-
，所以 ABC$；(''ABC$%；('槡

@
-
，所

以C45$%；(' $6ABC，$槡 %；('
.槡,
-

，在

'%(；中，由正弦定理得
%(

C45$%；(
'

%；
C45$%(；

，所以
%(
.槡,
-

'，槡@
，槡，
,

，所以%('.，

（，） 在'%；(中，由正弦定理得
；(
C45$%

'

%；
C45$%(；

，可得
；(

槡,
,

'，槡@
，槡，
,

，解得 ；(',，由



于ABC$；(''槡
@
-
，'('槡@，在'；'(中，由余

弦 定 理 可 得 ；' '

'(，3；(，6，'(·；(·ABC$槡 ；(' '

@3-6，F槡@F,F
槡@
-槡 '槡$$，

*， ·JKLr（$）利用向量的坐标

运算以及正、余弦定理即可求出%；

（，）用 %；!"" ，%'!""， }表示%(!
##

，根据 %('$

得出（，3-=，3,=（'$@，再结合基本不

等式和三角形面积公式即可求解；

（,）利用正弦定理得出='，槡,C45 ；，（'

，槡, C45 '，进而化简得出 =3（'

@C45 ；3，
@( ) ，再结合锐角三角形的

信息即可求解，

【解】（$）由题意得（83=）（C45 ；6C45 %）'

（=6（）C45 '，

由正弦定理得（83=）（=68）'（=6（）（，即

=，3（，6=（'8，，

由余弦定理得ABC%'
=，3（，68，

，=（
'$
，
，

因为%0（】，，），所以%'，
,
，

（，）由题意得%(!
##

'%；!"" 3；(!"" '%；!"" 3,
（
；'!"" '

%；!"" 3,
（
（%'!"" 6%；!"" ）'

$
（
%；!"" 3,

（
%'!"" ，

则%(!
##

， '$
$@

%；!"" ， 3 -
$@

%'!"" ， 3 ,
:
%；!"" ·%'!"" ，得

$
$@

（，3
-
$@

=，3
,
$@

=（'$，

即（，3-=， 3,=（'$@*， （，·-=槡
， 3,=（'

-=（，=（,
$@
-
，

当且仅当（',='
（槡,
, 时等号成立

，

'%；'的面积为
$
，

=（C45 ，
,
'槡,
（

=（,

（槡,
-

，则'%；'面积的最大值为
（槡,
-

，

（,） 由正弦定理
=
C45 ；

' （
C45 '

' 8
C45 %

'

,

C45 ，
,

'，槡,，得='，槡,C45 ；，（'，槡,C45 '，



所以=3（'槡， , C45 ；3C45
，，
,
6；( )） ]

'槡， , (C45 ；3槡,， ABC；3$， C45 ；)
'槡， ,

,
，
C45 ；3槡

,
，
ABC；( )

'@C45 ；3，
@( ) ，

因为'%；'为锐角三角形，所以 】）；）

，
，
，】）
，，
,
6；），

，
，得

，
@
）；），

，
，

则
，
,
）；3 ，

@
）
，，
,
， C45 ；3，

@( ) 0

槡,
，
，$( ] ，所以 =3（'@C45 ；3，

@( ) 0

（ 槡, , ，@］，

故'%；'周长的取值范围为 （ ,3 槡, , ，

-］，

］"'#$%&')(%&'

##*+,-

2，/r【解析】在'%；'中，%；'$】】 00，

；'',. 00，$%'；'.,，，)，由余弦定理

可得%；， '；'，3%'，6，；'·'%ABC.,，，)，

即 $】】， ',.，3%'，6，F,.%'ABC.,，，)，因为

C45 .,，，)1】，:，所以ABC.,，，)1】，@，解得

%'1$$E 00或%'16E. 00（舍），所以

%%】 '%】'6%''%】；】 3；'6%'1$】】3,.6

$$E'$:（00），） #$%，

e， r【解析】如图所示，

在'；'(中，'(':】 0，$；(''$.)，

$；'('$%'；3$('%'$，】)3$.)'

$,.)，9$'；(',】)，由正弦定理得

；(
C45 $,.)

' :】
C45 ,】)

，解得 ；(':】槡， 0，在

'%'(中， '(':】 0， $('%'$.)，

$%(''$%(；3$；(''$,.)3$.)'

$.】)，9$'%('$.)，9%(''(':】 0，

在'%；(中，由余弦定理得 %；， '%(， 3

；(， 6，%(· ；(· ABC$%(；':】， 3

（:】槡， ）
，6，F:】F:】槡，FABC$,.)':】

，F.，



9%；' 槡:】 . 0，即 %，；两点间的距离为

槡:】 . 0，， !$%，

?@56 求距离问题时的注意事项

rr（$）选定或确定所求量所在的三

角形，若其他量已知，则直接解；若有

未知量，则把未知量放在另一确定的

三角形中求解，

rr（，）确定用正弦定理还是余弦定

理，如果都可用，就选择更便于计算

的定理，

o，+r【解析】由题意可得 $%'槡,$0，$；'

槡,
,
$0，$''$0，因为$$；'3$$；%'，，

所以ABC$$；'3ABC$$；%'】，且 %；'

；''E. 米，在'$%；中，由余弦定理可

得 ABC $$；% ' $；，3；%，6$%，

，$；·；%
'

$
,
$0，3E.，6,$0，

，·槡
,
,
$0·E.

"，在'$；'中，由余弦

定理可得 ABC$$；''
$；，3；'，6$'，

，$；·；'
'

$
,
$0，3E.，6$0，

，·槡
,
,
$0·E.

#，由"3#整理可得 ，F

E.， ' （6
，
,( ) $0，，解得 $0'$. 槡$.米，

， ，$%，

，，'r【解析】由题意可知，'%；'是等腰

三角形，所以 ；''%；'$】】 0，在'；'(

中，
'(

C45$'；(
' ；'
C45$；('

， 即
@】
C45 ,】)

'

$】】
C45$；('

，得C45$；(''
.
@
，C45$；(''

C45$；(+'ABC#'
.
@
，， $$%，

；，'r 【解 析 】 由 题 意， 在 '%；'中，

$%；''E】)3,.)'$】.)， ABC$%；''

ABC（@】)3（.)）'槡
，6槡@
（

，%；'（】 海里，

；''（】槡，海里，根据余弦定理得 %'， '

%；，3；'， 6，%；·；'·ABC$%；''（】， 3

（（】槡， ）
，6，F（】F（】槡，F

槡，6槡@
（
', ，】】3$



槡@】】 , ，9%''，】（槡@ 3槡， ）海里，根据正

弦定理
；'

C45$'%；
' %'
C45 $】.)和

C45 $】.)'

C45（ @】)3（.)）'槡
@3槡，
（ 得，C45$'%；'

槡，
，
，易知$'%；为锐角，9$'%；'（.)，

9此船航行的方向和路程（海里）分别为

北偏东 @.)，，】（槡@3槡， ），） $$%，

)， r【解析】如图，设在 %处两船相遇，则

由题意得$%'；'$:】)6，】)6（】)'$，】)，

$%；''（】)6$】)',】)，所以$%',】)，所

以'%；'是等腰三角形，所以 %''；''

，】槡, ;0，由余弦定理，得 %；， '%'， 3

；'，6，%'·；'·ABC$%'；'（，】槡, ）
，
3

（，】槡, ）
，
6， F，】槡, F，】槡, F 6

$
，( ) '

, @】】，解得%；'@】 ;0，因为海盗船的速

度大小为 ，】槡, ;0<=，$ =即可到达%处，

所以海警船的速度大小至少是 @】 ;0<=，

） !$%，

)，，，567

2，+r【解析】设'%；'中，内角%，；，'所对

的边分别为 8，=，（，8C45 %GC45 ；GC45 ''

， G, G（，9由正弦定理得 8 G=G（'， G,

G（，不妨设 8'，3，=',3，（'（3（3D】），则

%是最小角，由余弦定理得 ABC%'

=，3（，68，

，=（
'-3

，3$@3，6（3，

，F,3F（3
' E
:
，） ，

$%，

e，/r【解析】因为 =ABC'3（ABC；'（，所以

由射影定理得 8'（，又因为
C45 ；3C45 '
C45 %

'

,，由正弦定理可得
=3（
8
',，且 ='.，即

.3（
（
' ,， 解 得 （' E， 所 以 4 '



$
（ ） 8，（，6 8，3（，6=，

，( )
， ]槡 ' 槡（ @，， #

$%，

o，'r【解析】如图，连接 %'，可得$%；''

（.)，$%'('E.)6$.)'@】)，$；'('

E.)3（.)'$，】)， $%'；'@】)， %；'

$】槡, ;0，'('（槡， ;0，在'%；'中，由

正弦定理得
%；

C45$%'；
' %'
C45$%；'

， 即

$】槡,

槡,
，

'%'

槡，
，

，则 %''$】槡， ;0，在'%'(

中，由余弦定理得 %(， '%'，3'(，6，%'·

'(ABC$%'('$.，，则 %('，槡,: ;0，，

$$%，

，，/r【解析】因为 8C45 ；'=C45 ( %3，
, ) ，

由正弦定理得 C45 %C45 ；'C45 ；·

C45 %3，
,( ) ，又由 ；0 （ 】， ，）， 可 得

C45 ；D】， 所以 C45 %'C45 %3，
,( ) '

$
，
C45 %3槡

,
，
ABC%，可得 C45 %'槡,ABC%，

即?15 %'槡,，因为 %0（】，，），所以 %'

，
,
，又由 8'，槡, ，所以'%；'的外接圆

的直径 ，5'
8
C45 %

'，槡,

C45 ，
,

'（，可得 5'，，

所以'%；'的外接圆的半径为 ，，，#$

%，

；，+r【解析】因为点 C是'%；'的重心，

且%"!"" '-%；!"" ，%#!
##

'.%'!"" ，所以 %C!"" '，
,
F

$
，
（%；!"" 3%'!"" ）'

$
, ( $-%"!"" 3$

.
%#!

## ) ，因为
"，C，#三点共线，所以

$
,
$
-
3$

.( ) '$，
即
$
-
3$

.
',，所以 ，-3.'

$
,
（，-3.）·

$
-
3$

.( ) ' $, ( ，3 ，-.3 .
-
3$ ) *



$
,
（,3槡， ， ），当且仅当

，-
.
'.

-
，即 .'

槡，-时，等号成立，所以 ，-3.的最小值

为
,3槡， ，
,

，， ，$%，

)，+ r【解析】设'%；'的外接圆的半径

为5，若C45 %DC45 ；，则 ，5C45 %D，5C45 ；，

可得 8D=，所以%D；，，，$%；在等边三

角形 %；'中，边长为 ，，；'@】)，所以

%；!"" ·；'!"" '%%；!"" %·%；'!"" %ABC（$:】)6@】)）'

，F， F 6
$
，( ) '6，，， #E$%；若

8ABC%'=ABC；， 则 由 正 弦 定 理 得

C45 %ABC%'C45 ；ABC；，即C45 ，%'C45 ，；，

可得%'；或%3；'-】)，所以'%；'是等

腰三角形或直角三角形，， $E$%；因

为；''8'槡, ，；'边上的中线 %('$，且

易知；'!"" '%'!"" 6%；!"" ，，%(!
##

'%'!"" 3%；!"" ，故将两

式平方相加，整理得 %；'!"" %， 3（%%(!
##

%，'

，（%%'!"" %， 3%%；!"" %， ）， 即 8， 3（%(， '

，（=，3（，），可得 ,3（F$'，（=，3（，），整理

得=，3（， '
E
，
，结合=，3（，*，=（，可得 =（,

E
（
，当且仅当='（'槡

E
， 时

，=（取得最大值

E
（
，， !$%，

*，'r【解析】对于 &，8=6，83（8C45，
%3；
，
'

】，9=6，83（8ABC，
'
，
'】，即 =6，83

，8（ABC'3$）'】，9ABC''6
=
，8
）】，又 '0

（】，，），9'一定为钝角，， ，$%；

对于 ；， 由 余 弦 定 理 知， ABC''

8，3=，6（，

，8=
'6=
，8

，化简得 8，3，=，6（， '】，，

#$%；

对于+，8
?15 %
?15 '

'C45 %ABC'
ABC%C45 '

'C45 %
C45 '

·
ABC'
ABC%

'

8
（

·
（8，3=，6（，）·，=（
，8=·（=，3（，68，）

'
6=，

,=，
'6 $

,
，

9,?15 %3?15 ''】，， !$%；

对于C，8%3；3''，，9?15 ；'6?15（%3



'）'6
?15 %3?15 '
$6?15 %?15 '

'6 ?15 %
6,?15 %

$3?15 %·,?15 %
'

，
$
?15 %

3,?15 %
，8'为钝角，9%0 】，，

，( ) ，

?15 % D 】， 9
$
?15 %

3 ,?15 % *

，
$
?15 %

·,?15槡 %'槡， , ，当且仅当
$
?15 %

'

,?15 %，即?15 %'槡
,
, 时

，等号成立，此时

?15 ；取得最大值槡
,
,
，， $&'，

CD+, （$） 解三角形的解题思

路：利用正弦定理实现“边化角”；利

用余弦定理实现“角化边”，

（，）求三角形有关代数式的最值或取

值范围主要方法有两种：利用基本不

等式或函数思想求解，

,，+r【解析】由题意，4'%(''
$
，
%(·%'·

C45$(%''
$
，
F（%'· 槡

,
，
'（槡, ，解得

%''（，所以'%('为等腰三角形，则

$%(''，
@
，故$%(；'

.，
@
，在'%；(中，

由正弦定理得
%；

C45$%(；
' ；(
C45$；%(

，即

，；(
$
，

' ；(
C45$；%(

，得 C45$；%('
$
（
，因为

$%(；'
.，
@
， 所以 $；%(为锐角， 故

ABC$；%( ' 槡$.
（

， 故 C45$%；( '

C45（$%('6$；%(）'C45 ，
@
6$；%(( ) '

$
，
ABC$；%(6槡

,
，
C45$；%('槡

$.6槡,
:

，

， ，）%，

-，，
,
r,r【解析】8槡,8ABC''（C45 %，9由正

弦定理可得槡,C45 %ABC''C45 'C45 %，又%，

'0 （ 】，，），9C45 %） 】，9槡, ABC''

C45 '，即 ?15 ''
C45 '
ABC'

'槡, ，9''，
,
，由



余弦定理可得（， '8，3=，6，8=ABC'，即 E'

（3=，6，=，解得=',或='6$（舍），

2.，【解】（$）88C45 ''（（，6槡,ABC%），9由正

弦定理得C45 %C45 ''C45 '（，6槡,ABC%），

又8'0（】，，），9C45 '）】，9C45 %'，6

槡, ABC%， 即 C45 %3槡, ABC%'，，

9，C45 %3，
,( ) '，，即 C45 %3，

,( ) '$，
8%0（】，，），9%3，

, 0
，
,
，
（，
,( ) ，9%3

，
,
'，
，
，9%'，

@
，

（，）88， 6=， '（， 6@（，98， '=， 3（， 6@（，

9ABC%'
=，3（，68，

，=（
'@（
，=（
',

=
，9

,
=
'槡,
，
，

9='，槡,，又8 4'%；''
$
，
=（C45 %'（槡,，

9
$
，
F，槡, F（F

$
，
'（槡,，9（':，98 '

=，3（，6，=（ABC槡 %' $，3@（6，F，槡,F:F
槡,
，槡 '

，槡E，r

22，【解】 （ $）由题意知 ；(''('
,
，
，在

'%(；中，由余弦定理可得，ABC%'

%(，3%；，6；(，

，%(·%；
' （
.
， 整 理 得 ，】%(， 6

@（%(3,.'】，即（，%(6.）（$】%(6E）'】，

所以%('
.
， 或

%('
E
$】

，

（，）因为%(D%；，由（$）得 %('
.
，
，所以

%''%(3(''（，在'%；'中，由余弦定

理得；'， '%；，3%'，6，%；·%'·ABC%'

（3$@6，F，F（F
（
.
',@
.
，所以 ；''

@槡.
.

，

由 ABC%'
（
.
，%0 （ 】，，），得 C45 %'

$6ABC，槡 %'
,
.
，在'%；'中，由正弦定理

得
；'
C45 %

' %；
C45$%'；

，则

@槡.
.
,
.

' ，
C45$%'；

，所以

C45$%'；'槡
.
.
，



2e，【解】 （$）设 $0'-;0，在'0%$中，因

为 ?15$0%$'
0$
%$

，所以 %$'
-

?15 ,】)
'

槡,-，同理，在'0；$中，；$'
-

?15 （.)
'-，

在'%$；中，由余弦定理得 %；， '%$， 3

；$，6，%$·；$ABC$%$；'@-，，所以 %；'

槡@-'@】F
,
@】
',，解得 -'槡

@
，
，所以此山

的高$0为槡
@
，
;0，

（，）由（$）及题意得 ；$'槡
@
，
，%$'

,槡，
，

，

%；',，C45$%$；'槡
@
,
，设'是线段 %；上

一动点，如图，连接

$'，0'，则在点 '

处观测0点的仰角

为 $0'$，

?15$0'$'
$0
$'
'槡@
，$'

，当 $'(%；时，$'

最 短， 此 时 由 4'%$； '
$
，

%$ ·

；$C45$%$；'
$
，
%；·$'得 $''槡

，
，
，所

以?15$0'$'槡
@
，$',槡

, (当且仅当 $''

槡，
， 时等号成立 ) ，所以该车从 %到 ；行

驶过程中观测0点的仰角正切值的最大

值为槡,，

2o，【解 】 （ $ ） 由
8
=
' ABC%
，6ABC；

， 得 ，8 6

8ABC；'=ABC%，由正弦定理和两角和的

正弦展开式，得 ，C45 %'C45 %ABC；3

C45 ；ABC%'C45（%3；）'C45 '，所以
8
（
'

C45 %
C45 '

'$
，
，

（，）由C45，'3ABC，''$，且ABC''
$
（
，C45'D

】，解 得 C45 ''槡
$.
（

， 因 为 4'%；' '

$
，
8=C45 ''槡$.，所以 8=':，又由余弦定理



和（'，8，可得
ABC''

8，3=，6（，

，8=
'$
（
，

（'，8，
， 解得

=，6,8， '（，将='
:
8 代入上式可得

（,8，3

$@）（8，6（）'】，解得 8'，，所以 ='（'（，

'%；'的周长为 83=3（'$】，

（ , ） ABC ，；3，
@( ) 'ABC，；ABC ，

@
6

C45 ，；C45 ，
@
'槡,
，
ABC，；6

$
，
C45 ，；'

槡,ABC
，；6槡

,
，
6C45 ；ABC；"，由（，）知，在

等腰三角形 %；'中，='（'（， 8'，，所

以ABC；'ABC''
$
（
，C45 ；'槡

$.
（

，代入"

得ABC，；3
，
@( ) '槡, F $$@ 6槡,， 6槡$.（ F

$
（
'
6槡E ,6槡$.

$@
，r

，567o DE-.F

GE-.&BC
2， r 【解析】 在'%；'中，由 （ABC%6

槡,（C45 %6=3，8 '】 及正弦定理，得

C45 'ABC%6槡,C45 'C45 %6C45 ；3，C45 %'】，

而C45 ；'C45（%3'）'C45 %ABC'3ABC%C45 '，

则槡,C45 'C45 %3ABC'C45 %'，C45 %，

而C45 %D】，整理得C45 '3，
@( ) '$，

又 】）'），，解得''，
,
，

由余弦定理 （， '8， 3=， 6，8=ABC'，得 -'

8， 3=， 68='（ 83=） ， 6,8=* （83=） ， 6

,
83=
，( )

，

'$
（
（83=） ，，

解得 83=,@，当且仅当 8'=', 时取

等号，

所以'%；'周长的最大值为 -，， !

$%，

e，（ 3，槡, r 【解析】 在'%；'中，已知

8ABC；6
$
，
='（，由正弦定理得C45 %ABC；6

$
，
C45 ；'C45 '，



因为%3；3''，，所以 C45 ''C45［，6（%3

；）］'C45（%3；），

则 C45 %ABC；6
$
，
C45 ；'C45 %ABC；3

ABC%C45 ；，得6
$
，
C45 ；'ABC%C45 ；，

因为；0（】，，），所以 C45 ；）】，两边同

时除以C45 ；可得ABC%'6
$
，
，

又因为%0（】，，），所以%'
，，
,
，

已知'%；'的外接圆直径为 （，即 ，5'（

（5为外接圆半径），

由正弦定理可得 8'，5C45 %'（FC45
，，
,
'

（F槡
,
，
'槡， , ，

='，5C45 ；'（C45 ；，（'，5C45 ''（C45 '，

且''，6%6；'
，
,
6；，

则'%；'的周长 E '83=3（' 槡， , 3

（C45 ；3（C45 ，
,
6；( ) ，

所以 E ' 槡， , 3（C45 ；3（ (槡,， ABC；6

$
，
C45 ；) ' 槡， , 3（C45 ；3 槡， , ABC；6

，C45 ；' 槡， , 3，C45 ；3 槡， , ABC；' 槡， , 3

（C45 ；3，
,( ) ，

因为；0 】， ，
,( ) ，

所以；3，
, 0

，
,
，
，，
,( ) ，

当 ；3 ，
,
' ，
，
， 即 ； ' ，

@ 时
，

C45 ；3，
,( ) 取得最大值 $，

所以'%；'周长的最大值为 槡， ,3（F$'

（3槡， ,，

o，【解】 （ $） <（-） '，C45
-
， ( ABC -

，
6

C45
-
， ) 3，262'C45 -3ABC-6$32'

槡，C45 ( -3，
（ )6$32，



8-0 ） ，
@
，
，，
, ) ，9-3，

（ 0 ） .，$，，
$$，
$， ) ，9当-3，

（
'，
，
，即-'，

（ 时
，函数

<（-）取得最大值槡，326$'槡， ，92'$，

（，）由（$）知<（-）'槡，C45 ( -3，
（ ) ，

9<( ；3
,，
（ ) '6槡@， '槡，C45（；3，）'

6槡，C45 ；，9C45 ；'
槡,
，
，8；为锐角，

9；'，
,
，由余弦定理得 =， '8， 3（， 6

，8（ABC；'8， 3（， 68（'（ 83（） ， 6,8（*

（83（）， 6
,（83（），

（
'$
（
（83（） ，，而 ='，，

9（*
$
（
（ 83（） ，，即 83（,（，当且仅当

8'（'，时，等号成立，又 ，'=）83（，9，）

83（,（，故'%；'的周长 ;'83=3（0（（，

@］，

，，/

789:r本题可转化为已知

三角形中一个角及其对边求三角形

的面积最大值问题，符合通法攻略 $.

中的类型一，除常规解法外，还可利

用“补圆术”速解本题，

【解析】8C45，；3C45，'6C45，%'C45 ；C45 '，

9由正弦定理得=，3（，68， '=（，再由余弦

定理得ABC%'
=，3（，68，

，=（
'$
，
，又 %0（】，

，），9%'，
,
，88'，，由余弦定理得 8， '

=，3（，6，=（ABC%，9（'=，3（，6=（*=（，当且

仅当='（'， 时等号成立，9=（,（，则

4'%；''
$
，
=（C45 %'槡

,
（

=（,槡, ，9'%；'

面积的最大值为槡,，， #$%，



;<=> 8C45，；3C45，'6C45，%'

C45 ；C45 '，9由正弦定理得 =， 3（， 6

8， '=（，再由余弦定理得 ABC%'

=，3（，68，

，=（
'$
，
，又 %0（ 】，，），9%'

，
,
，88'，，根据通法攻略 $. 可得当

三角形为等边三角形时，三角形的面

积最大，此时 4'%；''
槡,
（

8· 8'槡, ，

9'%；'的面积的最大值为槡,，， #

$%，

；，
-槡,
（

IJKLr根据给定条件，利用

正弦定理建立方程，利用两角和的正

弦公式展开得 ABC$%(；'】，进而求

得$%(；'，
，
，设$；%''#并结合正

弦定理表示出；'，'(，再利用三角形

面积公式，结合二次函数的性质求出

所求最大值，

【解析】在'%；(中，$(；%'，
@
，，；('

槡,%；，

由正弦定理得
%；

C45$%(；
' ；(
C45$；%(

'

；(

C45 ，
@
3$%(；( )

，r

所以
C45$%(；

C45 ，
@
3$%(；( )

'，

槡,
，

所 以 槡, C45 $%(； ' ，C45 ( ，
@
3

$%(；) 'ABC$%(；3槡,C45$%(；，

所以 ABC$%(；'】， 因 为 $%(；0

】，
.，
@( ) ，所以$%(；'，

，
，

所以%；是四边形 %；'(外接圆的直径，

故$%'；'，
，
，

，"#����5��IO�I

设$；%''#，】）#）
，
,
，则 ；''%'?15 #'



槡， @?15 #，

!"#�I}I~z}IfP5`�

在'%'(中，$'%('，
,
6#，$%(''，6

$%；''，
，
3#，

由正弦定理得
'(

C45$'%(
' %'
C45$%('

，

即 '( '
，槡@C45

，
,
6#( )

C45 ，
，
3#( )

'

，槡@ 槡
,
，
ABC#6

$
，
C45 #( )

ABC#
'槡@（槡,6?15 #），

在'；'(中，$；'('，6
，
,
'，，
,
，

所以 4'；'('
$
，
；'·'(C45$；'('槡

,
（
F

，槡@?15 #F槡@ （槡,6?15 #）

',槡, （槡,?15 #6?15
，#）

',槡, ） ,（ 6?15 #6槡,，( )
，

] ,-槡,（ ，

!"#，*/^X�¡fP5¢£

��¤

当且仅当 ?15 #'槡
,
， 时取等号

，所以

'；'(面积的最大值为
-槡,
（

，

)， ，JKLr（$）将边化为角，结

合两角和的正弦公式化简即可，

（，）若选"，则由正弦定理将边化成

角，结合三角恒等变换及三角函数图

象可求范围；若选#，则由正弦定理

将边化成角，结合正切函数的图象即

可求解范围，

【解】 （ $）8，=ABC%'8ABC'3（ABC%2

，C45 ；ABC%'C45 %ABC'3C45 'ABC%2

，C45 ；ABC%'C45（%3'）2，C45 ；ABC%'

C45 ；，

又；0（】，，），9C45 ；）】，ABC%'
$
，
，

8%0（】，，），9%'，
,
，

（，）若选"8'，，



由正弦定理可知
8
C45 %

' =
C45 ；

' （
C45 '

'

槡（ ,
,

，r

4'%；''
$
，
=（C45 %'槡

,
（
=（'槡
（ ,
,
C45 ；C45 ''

槡（ ,
,
C45 ；C45

，，
,
6；( ) ' 槡（ ,

, ( 槡,， ·

C45 ；ABC；3
$
，
C45，；) '槡（ ,, (槡,（ C45 ，；3

$6ABC，；
（ ) ' 槡（ ,

, ） $， C45 ，；6，
@( ) 3

$
（ ] '槡， ,, C45 ，；6，

@( ) 3槡,, ，

又'%；'为锐角三角形，

9

；0 】， ，
，( ) ，

''
，，
,
6；0 】， ，

，( ) ，， r

得；0
，
@
， ，
，( ) ，

9，；6，
@ 0

，
@
，
.，
@( ) ，

C45 ，；6，
@( ) 0

$
，
，$( ] ，

故 4'%；'0 槡， ,
,

，槡,( ] ，

若选#='，，

由 正 弦 定 理 可 知 （'
，C45 '
C45 ；

'

，C45
，，
,
6；( )

C45 ；
，r

4'%；' ' $
，

=（C45 % ' 槡,
，

（ '

槡,C45
，
, ，6；( )
C45 ；

' ,
，?15 ；

3槡,
，
，

又'%；'为锐角三角形，

9

；0 】， ，
，( ) ，

''
，，
,
6；0 】， ，

，( ) ，， 得 ； 0

，
@
， ，
，( ) ，9?15 ；D槡

,
,
，

故 4'%；'0 槡,
，
， 槡， ,( ) ，

*，+r【解析】因为（?15 ；'（，86（）·?15 '，



由 正 弦 定 理 得
C45 'C45 ；
ABC；

'

（，C45 %6C45 '）C45 '
ABC'

， 由 C45 'D】， 得

C45 ；ABC''，C45 %ABC；6C45 'ABC；，所以

C45 ；ABC'3ABC；C45 ''，C45 %ABC；，即

C45（；3'）'，C45 %ABC；，因为；3'3%'，，

所以 C45 %'，C45 %ABC；，又 C45 %D】，所

以ABC；'
$
，
，因为 】）；），，所以 ；'，

,
，

由 4'%；(34''；('4'%；'，得
$
，

%；·；(·

C45 ，
@
3$
，
；'·；(·C45 ，

@
'$
，
%；·；'·

C45 ，
,
，所以 ；('槡

,%；·；'
%；3；'

，在'%；'

中，由余弦定理得%；，3；'，6%；·；''$，，

所 以 %；· ；' '
（%；3；'） ，6$，

, ,

（%；3；'） ，

（
，从而 %；3；', 槡（ , ，当且仅

当 %；'；' 时 取 等 号， 则 ；( '

槡,F
（%；3；'） ，6$，

,
%；3；'

'槡,
,

（ %；3；'） 6

槡（ ,
%；3；',

,，当且仅当 %；'；'' 槡， ,时取

等号，则；(的最大值为 ,，， ，$%，

,，槡
,3槡，
，
r 【解析】 因为 %为锐角，='

槡, 8C45 ；，所以由正弦定理可得 C45 ；'

槡,C45 %C45 ；，在'%；'中，C45 ；D】，所以

C45 %'槡
,
,
，可得ABC%'槡

@
,
，由等面积法可

得
$
，
8C'

$
，
=（C45 %，可得 C'

槡,
,
=（

8
，则

C
8
'

槡,=（
,8，

'槡,
,

·
=（

=，3（，6，=（ABC%
, 槡,
,
·

=（

，=（6
，槡@
,

=（

'槡,
,
F ,
@6，槡@

'槡,
3槡，
，

，当且

仅当 ='（时取等号，所以
C
8 的最大值

为
槡,3槡，
，

，



-，【解】 （ $） 在'%；'中，由 （'=ABC%3

$
，
8及余弦定理，可得 （'=·

=，3（，68，

，=（
3

$
，
8，整理得 （，38， 6=， '8（，于是 ABC；'

（，38，6=，

，8（
'$
，
，而 】）；），，所以；'，

,
，

（，）选"，；(是边%'上的高，；('$，由三

角形面积公式得 4'%；''
$
，
8（C45$%；''

$
，
=·；(，即 ='槡

,
，

8（，由 （ $）知，=， '

8，3（，68（*8（，当且仅当 8'（时取等号，

因此 =， *
，槡,
,

=，解得 =*
，槡,
,

，所以当

8'（'
，槡,
, 时

，=取得最小值
，槡,
,

，

选#，；(是边 %'上的中线，则 ；(!"" '

$
，
（；%!"" 3；'!"" ），两边平方得 （；(!"" ， '；%!"" ， 3

；'!"" ，3，；%!"" ·；'!"" ，即 （'（，38，3，（8ABC
，
,
'（，3

8，3（8*,8（，当且仅当 8'（时取等号，于

是 8（,
（
,
，由（$）知，=， '8， 3（， 68（'（6

，8（*
（
,
，解得=*

，槡,
,

，所以当 8'（'
，槡,
,

时，=取得最小值
，槡,
,

，

选；，；(是角 ；的平分线，由三角形面

积公 式， 得 4'%；' '4'%；( 34''；(， 即

$
，
8（C45 ，

,
'$
，
（C45 ，

@
3$
，
8C45 ，

@
，整理

得槡, 8（'83（*，槡8（，当且仅当 8'（时

取等号，故 8（*
（
,
，由（$）知，=， '8，3（，6

8（*8（*
（
,
，当且仅当 8'（时取等号，解

得=*
，槡,
,

，所以当 8'（'
，槡,
, 时

，=取得

最小值
，槡,
,

，

2.，【解】 （ $）8（槡, 43, （=
， 68， ）',（，，

9（槡,F
$
，

8（C45 ；',（， 6,（=， 68， ） '

,（8，3（，6=，），即 ，槡,8（C45 ；',F，8（ABC；，



9?15 ；'槡,，8；0（】，，），9；'，
,
，又

8='，，9，5'
=
C45 ；

'，

槡,
，

'槡（ ,
,

，

95'槡
， ,
,

，

9'%；'外接圆的半径5为 槡
， ,
,

，

（，）由 （ $）可知，
8
C45 %

' =
C45 ；

' （
C45 '

'

槡， ,=
,

，9 8' 槡
， ,=
,
C45 %，（' 槡

， ,=
,
C45 '，

98， '
（=，

,
C45，%，（， '

（=，

,
C45，'，9

8，3=，

（，
'

（=，

,
C45，%3=，

（=，

,
C45，'

'
（C45， '3，

,( ) 3,
（C45，'

'

（ ( $， C45 '3槡,， ABC')
，

3,

（C45，'
'

（C45，'3槡， ,C45 'ABC'3@ABC
，'

（C45，'
'$ 3槡

,
，

·

$
?15 '

3,
，
·
$
?15，'

，

8'%；'为锐角三角形，；'，
,
，9】）'）

，
，
，】）
，，
,
6'），

，
，9 ，
@
）'），

，
，9?15 'D

槡,
,
，9 】 ）

$
?15 ' 槡） ,，设 6'

$
?15 '

， 则

8，3=，

（，
',
，
6，3槡

,
，
63$'

,
， 63槡

,
@( )

，

3E
:
，

8】）6槡）, ，9
8，3=，

（，
0（$，E），

9
8，3=，

（，
的取值范围为（$，E），

22，【解】 （ $）因为 ，（C45 ；ABC%'=C45 ；6

8C45 %38C45 '，由正弦定理得 ，=（ABC%'

=， 68， 38（， 由 余 弦 定 理 得 ，=（·

=，3（，68，

，=（
'=， 68， 38（，所以 （， '8（，故

8'（'（，即%；'（，

（，）设；"!"" '-；%!"" ，；#!"" '.；'!"" ，；）!"" 'C；(!"" ，因

为 4'；"#'
$
（

4'%；'，所以
$
，

；"·；#·



C45$%；''
$
（
F$
，
；%·；'·C45$%；'，即

-；%·.；''
$
（
；%·；'，即-.'

$
（ "，

因为；(!"" '$
，
（；%!"" 3；'!"" ），所以 ；）!"" 'C；(!"" '

$
， C（；%!"" 3；'!"" ）'

$
， C；%!"" 3$， C；'!"" ，且存在

实数，，使 ；）!"" '，；"!"" 3（$6，）；#!"" '，-；%!"" 3

（$ 6，） .；'!"" ，即

$
， C
'，-，

$
， C
'（$6，）.，， 整理有

，'
C
，-

，

$6，'
C
，.

，， 解得 C'
，-.
-3.#

，由" #得

C'
$

，（-3.）
，

因为 ；）!"" 'C；(!"" '$
，

·
$

，（-3.）
·（；%!"" 3

；'!"" ），"#!"" '；#!"" 6；"!"" '.；'!"" 6-；%!"" ，

所以 ；）!"" ·"#!"" ' $
（（-3.）

·（；%!"" 3；'!"" ） ·

（.；'!"" 6-；%!"" ）'
$

（（-3.）
［.；'!"" ，6-；%!"" ，3（6-3

.）；%!"" ·；'!"" ］'
$

（（-3.） ） $@.6$@-3（.6-）F（F
（ F

$
， ] ' @ ，

（-，3$
6$( ) ， 又 易 知

】）-,$，

】）.'
$
（-,

$，， 且两个等号不能同时成

立， 整 理 得
$
（ , -, $， <（-） '

@
，

（-，3$
6$( ) 在 $

（
，$） ] 上单调递减，因

此当-'$时，；）!"" ·"#!"" 有最小值，（；）!"" ·

"#!"" ）045 '6
$:
.
，

）5 67
2，/r【解析】如图，因为点 (在边 %；上，

；('，(%，所以 '；!"" ''%!"" 3%；!"" ''%!"" 3,%(!
##

'

'%!"" 3,（'(!"" 6'%!"" ）'6，'%!"" 3,'(!"" '6，）3,*，

，" #，



e，+r【解析】如图，设点 %（,，,），；（】，，），

'（，，】），由题意知，视风风速对应的向量

为%；!"" ，船速对应的向量为 '%!"" ，因为船行

风风速对应的向量与船速对应的向量为

相反向量，所以船行风风速对应的向量

为 %'!"" ，则真风风速对应的向量为 %；!"" 6

%'!"" ''；!"" '（6，，，），%'；!"" %' （6，） ，3，槡
， '

，槡， ，而 ，槡，0（$，@，,，,），故该时刻的真

风为轻风，）， ，，

o， r【解析】8%$%!
##

%'%$；!"" %'槡， ，%%；
!"" %'

，，9%$%!
##

%，3%$；!"" %， '%%；!"" %，'（，9$%(

$；且点%，；在以点 $为圆心，槡，为半

径的圆上，9%，'%!"" 3%；!"" %'%'%!"" 3'；!"" %'

%$%!
##

6$'!"" 3$；!"" 6$'!"" %'%$%!
##

3$；!"" 6，$'!"" %，

9%，'%!"" 3%；!"" %， '（$%!
##

3$；!"" ） ， 3（$'!"" ， 6

（（$%!
##

3$；!"" ） ·$'!"" '$%!
##

， 3$；!"" ， 3（$'!"" ， 6

（（$%!"" 3$；!
##

）·$'!
##

'$】（6（（$%!"" 3$；!
##

）·$'!
##

，

令$(!"" '$%!
##

3$；!"" ，则点 (在以点 $为圆

心，，为半径的圆上，

9（$%!
##

3$；!"" ）·$'!"" '$(!"" ·$'!"" '%$(!"" %·

%$'!"" %ABC〈$(!"" ，$'!"" 〉'$】ABC〈$(!"" ，$'!"" 〉，

8〈$(!"" ，$'!"" 〉0［】，，］，9（$%!
##

3$；!"" ） ·

$'!"" 0［6$】，$】］，

9%，'%!"" 3%；!"" %， '$】（ 6（ （$%!
##

3$；!"" ） ·

$'!"" 0［@（，$（（］，

9%，'%!"" 3%；!"" %0［:，$，］，）， !，



，， r【解析】由题意知 "6（，'（ ，，-）6

（（】，$）'（，，-6（），又"(（"6（，），所以

，F，3-（-6（）'】，即 -， 6（-3（'】，解得

-'，，，" !，

;<=> 因为 "(（"6（，），所以"·

（"6（，）'"，6（"·，'】，又 ，'（】，$），

"'（，，-），所以 "， '（3-，，"·，'】F

，3-'-，所以 （3-，6（-'】，解得 -'，，

，" !，

；，'r【解析】由题可得 ，'（-3$，-），"'

（-，，），，(" 的充要条件为 ，·"'】，即

（-3$）·-3，-'】，解得 -'】 或 -'6,，，

，&'，$$%，，，"的充要条件为 ，（-3

$）'-，，即-，6，-6，'】，解得-'$H槡, ，，

##!&'，，" $，

)， r【解析】设$%!
##

'，，$；!"" '"，$'!"" '$，因为

%，%'%"%'$，%$%'槡， ，且 ，3"3$'，，所以

，("，如图，

因为 ，6$'$%!
##

6$'!"" ''%!"" ，

"6$'$；!"" 6$'!"" ''；!"" ，所以

〈，6$，"6$〉'$%'；，

由题 意 可 知， $%$''

$；$''
,，
（
，在'%$'中，由余弦定理

得， %'， '$%， 3$'， 6，$%· $'·

ABC$%$''$， 3（槡， ）
， 6， F$ F槡， F

6槡，
，( ) '.，所以 %''；''槡.，在'%；'

中，%；'槡， ，由余弦定理得，ABC$%'；'

%'，3；'，6%；，

，%'·；'
'（槡. ）

，3（槡. ）
，6（槡， ）

，

，槡.F槡.
'

（
.
，所以ABC〈，6$，"6$〉'

（
.
， ，" !，

;<=> 因为%，%'%"%'$，%$%'

槡， ，且 ，3"3$'，，所以，("，设 ，'

（$，】），"'（】，$），则 $'（6$，6$），则

，6$'（，，$），"6$'（$，，），所以（，6

$）·（"6$）'，F$3$F，'（，又%，6$%'

槡. ，%"6$%'槡. ，所以ABC〈，6$，"6$〉'

（，6$）·（"6$）
%，6$%%"6$%

' （

槡.F槡.
' （
.
， ，

" !，r



*，+r【解析】直线 0%与C$相切于 %，且

%$%%'$，%0$%'槡， ，则%0%%'$，设 0$!""

与0(!"" 的夹角为#，则#0 】， ，
（） ) ，

当0%与 0(在 0$的同侧时，0%!"" ·0(!"" '

%0%!"" %%0(!"" %·ABC，
（
6#( ) '$F%0$%ABC#F

ABC，
（
6#( ) '槡， ABC#· ABC ，

（
6#( ) '

槡， ABC#F槡
，
，

（ABC#3C45 #） 'ABC，#3

$
，
C45 ，#'

$
，
3槡，
，
C45 ，#3

，
（( ) ,

$
，
3

槡，
，
；r

!"##0 】， ，
（） ) ，，#3

，
（ 0 ） ，

（
，

,，
（ ) ，¦C45 ，#3，（( ) 0 槡，

，
，$） ]

当0%与 0(在 0$的异侧时，0%!"" ·0(!"" '

%0%!"" %%0(!"" %·ABC，
（
3#( ) '$F 0$ABC#F

ABC ，
（
3#( ) '槡， ABC#· ABC ，

（
3#( ) '

槡， ABC#F槡
，
，

（ABC#6C45 #） 'ABC，#6

$
，
C45 ，#'

$
，
3槡，
，
ABC ，#3

，
（( ) ,

$
，
3

$
，
'$，

!"##0 】， ，
（） ) ，，#3

，
（ 0 ） ，

（
，

,，
（ ) ，ABC，#3，（( ) 0 6槡，

，
，槡
，
，( ]

综上所述，0%!"" ·0(!"" 的最大值为
$
，
3槡，
，
，

，" ，，

;<=> 由题知点 (为弦 ；'的中

点，如图，所以$((；'，点(在以$0

为直径的圆上运动，且在圆 $内，所

以 0%!"" ·0(!"" 的最大值为
$
，
3槡，
，
，，

" ，，



,，槡，r【解析】由题意得 ，6"'（$，$6，-），

由 ，(（，6"），得 ，·（，6"）'】，即 -3$6

，-'】，所以-'$，所以 ，'（$，$），故%，%'

槡，，

），=> 由 ，(（，6"），得 ，·（ ，6

"）'】，即 ，， '，·"，将 ，'（-，$），"'

（-6$，，-）代入，得 -， 3$'-（-6$）3

，-，解得-'$，所以，'（$，$），故%，%'

槡，，

-，槡,r【解析】
%，6"%'槡, ，

%，3"%'%，，6"%，， 两式分别

平方，得

%，%，6，，·"3%"%，',，

%，%，3，，·"3%"%，'（%，%，6（，·"3%"%，，，
解得%"%'槡,，

2.，+r 【解析】根据余弦定理有 ABC%'

%；，3%'，6；'，

，·%；·%'
'@
3（3，槡,6（
，槡@ （$3槡, ）

'槡，
，
，因为

】)）%）$:】)，所以%'（.)，!" ，，

22，'r【解析】8=， '
-
（
8（，9由正弦定理可

得 C45，；'
-
（
C45 %C45 '，8 ；' @】)，

9C45 ；'槡
,
，
，9
,
（
'-
（
C45 %C45 '，

9C45 %C45 ''
$
,
，

由余弦定理可得 =， '8， 3（， 6，8（ABC；'

8，3（， 68（，将 =， '
-
（

8（代入整理得，

8，3（， '
$,
（

8（，9由正弦定理得 C45，%3

C45，''
$,
（
C45 %C45 '，则（C45 %3C45 '） ， '

C45，%3C45，'3，C45 %C45 ''
$,
（
C45 %C45 '3

，C45 %C45 ''
，$
（
C45 %C45 ''

，$
（
F$
,
'E
（
，

9C45 %3C45 ''槡
E
， 或
6槡E
，
（舍），!"$，

2e，，r【解析】方法一：如图，在'%；'中，

由正弦定理得
%；
C45 '

' ；'
C45 @】K

，则 C45 ''

%；C45 @】K
；'

'槡，
，
，又$；%''@】K，所以 】）



'）$，】K，所以 ''（.K，所以 ；'$:】K6'6

$；%''$:】K6（.K6@】K'E.K，又 %(平分

$；%'，所以$；%('
$
， $；%'',】K，所

以$%(；'$:】K6；6$；%('E.K'；，

故'%；(为等腰三角形， 所以 %；'

%('，，

方法二：设%('-，%''.，在'%；'中，由

余弦 定 理 可 得 ；'， '%；， 3%'， 6

，%；·%'ABC$；%'，即.，6，.6，'】，解得

.'$3槡, （舍负），又 4'%；''4'%(；34'%('，

所以
$
，
F，F（$3槡, ）F

槡,
，
'$
，
F，-·

$
，
3

$
，
F（$3槡, ）-·

$
，
，解得-'，，

方法三：在'%；'中，由余弦定理得

ABC$；%''
%；，3%'，6；'，

，%；·%'
'（
3%'，6@
（%'

'

$
，
，所以 %''$3槡, （舍负），在'%；(

中，由正弦定理得
；(

C45$；%(
' %；
C45$%(；

，

所以
C45$%(；
C45$；%(

'%；
；(

，在'%'(中，由正弦

定 理 得
'(

C45$'%(
' %'
C45$%('

， 所 以

C45$%('
C45$'%(

'%'
'(

，又 %(平分$；%'，所以

C45$；%('C45 $'%(， 又 C45 $%(；'

C45$%('，所以
%；
；(
'%'
'(

，所以
；(
'(
'%；
%'
'

，"#§%(；3§%(''¥/�n�

�¤3>

，
$3槡,

(另解：由角平分线定理可得
；(
'(
'

%；
%'
' ，
$3槡,

) ，且 ；(3'('槡@ ，所以 ；('

，槡@
,3槡,

'槡@6槡，，在'%；'中，由余弦定理

得 ABC$%；' ' %；，3；'，6%'，

，%；·；'
'



（3@6（$3槡, ）
，

槡（ @
'槡@

6槡，
（

，在'%；(中，由

余弦定理得ABC$%；('
%；，3；(，6%(，

，%；·；(
'

，，3（槡@6槡， ）
，
6%(，

（（槡@6槡， ）
'槡@

6槡，
（

，解得%('，

（舍负），

）¨#_x©¡ªX��`a)

� � ` a/ g « ¬ %( ./ 0 X

ABC§；%('
%；，3%(，­；(，

，%；®%( ¯°*d5±

²O³´³µ¶�·¸ %(/¹ºWn

l»«¬%

2o，【解】 （ $） 在'%；'中，%0 （ 】，，），

ABC%'6
$
,
，

又C45， %3ABC， %'$，9C45 %'
，槡，
,

，

由正弦定理得
8
C45 %

' （
C45 '

，

98C45 ''（C45 %'（槡， ，9（'@，

（，）选条件"，

8'%；'中，ABC%'6
$
,
）】，9%0

，
，
，，( ) ，

88'（'@，9'%；'是等腰三角形，且

%''，

此时'%；'内角和大于 ，，即'%；'不

存在，故不选条件"，

选条件#，

88C45 ；'=C45 %'
$】槡，
,

，C45 %'
，槡，
,

，

9='.，

由（$）知（'@，则由余弦定理可得 @，3.，6

8， '，F.F@F6
$
,( ) ，

98'-（负值舍去），

9-C45 ''（槡， ，9C45 ''
（槡，
-

，

设；'边上的高为 C，9 C'=C45 ''.F

（槡，
-
'，】槡，
-

，

选条件；，

84'%；''
$
，
=（C45 %'$】槡， ，（'@，

9='.，



在'%；'中，由余弦定理得 ABC%'

=，3（，68，

，=（
'6$
,
，

解得 8'-（负值舍去），

设；'边上的高为 C，则 4'%；''
$
，
8C'

槡$】 ， ，

解得 C' 槡，】 ，
-

，

2，，【解】 （ $）已知 8， 3=， 6（， '槡， 8=，则

有ABC''
8，3=，6（，

，8=
'槡，
，
，

又'0（】，，），所以''，
（
，

又 C45 ''槡， ABC；， 所 以 ABC；'

C45 '

槡，
'$
，
，

又；0（】，，），所以；'，
,
，

（，）由（$）可得 ''，
（
，；'，

,
，由正弦定

理，不妨令
（
C45 '

' =
C45 ；

'3（3D】），则

有（'槡
，
，
3，='槡

,
，
3，

又 4'%；'',3槡, ，

所以 4'%；''
$
，
=（C45 %'

$
，
=（C45（；3'）'

$
，
·槡
，
，
3·槡

,
，
3（C45 ；ABC'3ABC；C45 '）'

槡@
:
3， 槡,
，
F槡，
，
3$
，
F槡，
，( ) '槡@: 3，·槡@3槡，（ '

,3槡, ，解得 3'（ （负值舍去），故 （'

槡，
，
3'，槡，，

2；，【解】（$）因为 8C45 ；'槡,=ABC%，

所以 由 正 弦 定 理 得 C45 %C45 ；'

槡,C45 ；ABC%，r

因为；0（】，，），C45 ；）】，

所以C45 %'槡,ABC%，即?15 %'槡, ，又%0

（】，，），

），#¼½}IfP¤�I./

02r¾I5tu



所以%'，
,
，

（，）由（$）可知，%'，
,
，又 8'槡E ，

由余弦定理得ABC%'
=，3（，68，

，=（
'$
，
，

即
=，3（，6E

=（
'$，=，3（，6E'=（"，

又（6，='$#，

联立"#，可得
（',，

='$，，
所以（的值为 ,，

（,）由 （ ，）可知，='$，根据正弦定理

8
C45 %

' =
C45 ；

，得槡
E

槡,
，

' $
C45 ；

，

所以C45 ；'槡
，$
$（
）
$
，
，

，"#¼½C45 ；5¤)¿ÀI}

IfP¤/Á` ；5tu/JÁ` ，；

5}IfP¤Â`ZÃ

又 $）槡E）,，即=）8）（，所以；0 】， ，
@( ) ，

则ABC；' $6C45，槡 ；'
.槡E
$（

，

C45 ，；'，C45 ；ABC；'，F槡
，$
$（
F.槡E
$（
'.槡,
$（

，

ABC，；'$6，C45，；'$6，F
，$
$（F$（

'$$
$（

，

所以 C45 （ %3，；） 'C45 %ABC，；3

ABC%C45 ，；'槡
,
，
F$$
$（
3$
，
F.槡,
$（
'（槡,
E

，

2)，【解】 （ $） 由 C45 %3槡, ABC%'，，得

， $
，
C45 %3槡

,
，
ABC%( ) '，，

所以C45 %3，
,( ) '$，

由%0（】，，），得%3，
, 0

，
,
，
（，
,( ) ，所以

%3，
,
'，
，
，

所以%'，
@
，

（，）由 %，；，'为三角形内角，得 C45 ；）

】，C45 '）】，

因为槡，=C45 ''（C45 ，；，



所以由正弦定理得槡， C45 ；C45 ''

C45 'C45 ，；，r

所以槡， C45 ；'C45 ，；， 即槡， C45 ；'

，C45 ；ABC；，所以ABC；'槡
，
，
，所以；'，

（
，

因为 8'，，%'，
@
，所以由正弦定理，得

='
8
C45 %

C45 ；'槡， ，，

由%'，
@
，；'，

（
，得 ''

E，
$，

，所以 C45 ''

C45
E，
$，
'C45 ，

,
3，
（( ) '槡，， F槡,， 3槡，， F

$
，
'槡@
3槡，
（

，

所以 由 正 弦 定 理， 得 （'
8C45 '
C45 %

'

，F槡
@3槡，
（
$
，

'槡@3槡，，

所以'%；'的周长为 83=3（'，3 槡， ， 3

槡@3槡， '，3槡@3槡, ，，

，J 67
2， r【解析】因为 0（C45 $，ABC$），1（$，

】），

所以$0!"" '（C45 $，ABC$），$1!"" '（$，】），

所以%$0!"" %' C45，$3ABC，槡 $'$，%$1!"" %'$，

$0!"" ·$1!"" 'C45 $，

所以 ABC（ 0， 1） 'ABC〈 $0!"" ， $1!"" 〉 '

$0!"" ·$1!""

%$0!"" %·%$1!"" %
'C45 $，

则0，1的余弦距离为 $6C45 $'
.3槡.
.

，所

以C45 $'6槡
.
.
，

所以ABC，$'$6，C45，$'$6，F6槡.
.( )

，

'

,
.
，，" !，

e， r 【解析 】 设 ）'$%!
##

， *'$；!"" ， 则

；%!"" '）6*，

因为%）%'槡，，（）6*）与*的夹角为
,，
（
，



所以在'$%；中，$%'槡， ，$$；%'，
（
，

如图所示，

由正弦定理得'$%；外接圆的半径为

$%
，C45$$；%

'$，

则；为圆上与$，%不重合的动点，

设$%$；'#】）#）
,，
（( ) ，

由正弦定理可得， %；'，C45 #， $；'

，C45
,，
（
6#( ) ，

所以）C*'%$%!
##

%%$；!"" %C45 #'，4'$%；'

%；·$；·C45 ，
（
' 槡， ，C45 #C45

,，
（
6#( ) '

槡， ， C45 #(槡，， ABC#3槡
，
，
C45 #) '

，C45 #ABC#3，C45，#'C45 ，#3$6ABC，#'

槡，C45 ，#6
，
（( ) 3$，

，"#��I5��;����，

FI�5����

所以当 ，#6
，
（
'，
，
，即#'

,，
: 时

，）C*取

得最大值，且最大值为槡，3$，，" !，

o，'r【解析】在>?'%'(中，%('
%'
C45 :,)

'

$
ABCE)

（米），在'%；(中，由正弦定理

；(
C45$；%(

' %(
C45$%；(

， 可 得

；(
C45（:,)6，,)）

' %(
C45 ，,)

， 解 得 ；( '

槡,
，C45 ，,)ABCE)米

，而C45 ,】)'C45 （ ，,)3

E)）'C45 ，,)ABCE)3ABC，,)C45 E)，且

C45 $@)'C45 （，,)6E)）'C45 ，,)ABCE)6

ABC，,)C45 E)，两式相加，得 ，C45 ，,)ABCE)'

C45 ,】)3C45 $@)1 】，EE@，所以 ；(1

$，E,，
】，EE@1

，，，,，（米），， $）%，



，， 

IJKLrrrrrrrr由已知可得
01
；0
3

01
'0
'$，利用角平分线定理以及正弦

定理可推出 $'
C45$%；13C45$0'1

C45$01'
'

C45$%；13C45$0'1
C45（@】)3$%；1）

， 化 简 可 得

C45$0'1'C45（@】)6$%；1），即可求

得答案，

【解析】如图，由题意可知%0为$；%'的

平分线，故
01
0；
'%1
%；
'C45$%；1
C45$%1；

，
01
0'
'

C45$0'1
C45$01'

，r

由
$
；0
3$
'0
'$
01

，可得
01
；0
301
'0
'$，

于是
01
0；
301
0'
'C45$%；1
C45$%1；

3C45$0'1
C45$01'

'$'
C45$%；13C45$0'1

C45$01'

'C45$%；13C45$0'1
C45（@】)3$%；1）

，r

即 C45 $%；13C45 $0'1'C45 （ @】)3

$%；1），化简可得 C45$0'1'C45（@】)6

$%；1），

于是$0'1'@】)6$%；1或$0'13

@】)6$%；1'$:】)（舍去），

故$；0''$01'3$0'1'$%；13

$；%'3$0'1'$，】)，）， !，

；， IJKLr根据正弦定理边换

角，再联立方程组解出内角 %，；的正

弦值和余弦值，最后利用两角和的余

弦公式求出ABC'即可判断，

【解】由正弦定理得 $ '
C45 '
C45 '

'ABC；
，C45 %

'

ABC%
,C45 ；

，r



因为 %， ；， '为 三 角 形 内 角， 所 以

ABC；'，C45 %D】"，

ABC%',C45 ；D】#，， 则%，；均为锐角，

#式平方得 ABC，%'-C45，；，即 $6C45，%'

-（$6ABC，；），

将"代入得，$6C45，%'-（$6（C45，%），

所以C45，%'
:
,.

，

所以C45 %'
:
,.槡 ' 槡， ，

槡,.
，

所以ABC%' $6C45，槡 %'
，E
,.槡 ' 槡, ,

槡,.
，

，"#C45，%3ABC，%'$

所以 ABC；'，C45 %'
（槡，

槡,.
， C45 ；'

$
,
ABC%'槡

,

槡,.
，

ABC''6ABC（ %3；） 'C45 %C45 ；6

ABC%ABC；'
，槡，

槡,.
F槡,

槡,.
6,槡,

槡,.
F（槡，

槡,.
'

6，槡@
E
）】，故'%；'为钝角三角形，



，"# ,#-.
2，'r【解析】8%，%'%"%'，，，·"'，，9%，6

"%' ，，3"，6，，·槡 " ' ，，3，，6，F槡 ， '，，
· $$%，

e，/r【解析】连接 %(（图略），由 ；，(，'

三点共线， (是 ；'的中点，得 %(!
##

'

$
，
%；!"" 3$

，
%'!"" ，

令%#!
##

'-%'!"" ，由 "，(，#三点共线，；是

%"的中点，可设 %(!
##

'.%"!"" 3（$6.）%#!
##

'

，.%；!"" 3-（$6.）%'!"" ，

则有

，.'
$
，
，

-（$6.）'
$
，
，， 解得

-'
，
,
，

.'
$
（
，，

所以%#!
##

'，
,
%'!"" ，则 %#!

##

'，#'!"" ，
%#
#'
'，，·

， #，

o， r【解析】8ABC%'
=，3（，68，

，=（
，ABC；'

8，3（，6=，

，8（
， 9 ABC%3ABC；'

83=
（ 即

=，3（，68，

，=（
38，3（，6=，

，8（
'8
3=
（

，则 8（=，3（， 6

8，）3=（8，3（，6=，）'，8=（83=），则 8=（83

=）'（，（ 83=）6（ 83=） （ 8， 68=3=， ），则
8='（，68，6=，38=，则 （， '8，3=，，则'%；'
一定是直角三角形，· !$%，

，， r【解析】依题意可得图形如图所示，
在'%；'中，$；%'',】)，$%'；'E.)6

,】)'（.)， %；'，】， 由 正 弦 定 理 得

；'
C45 ,】)

' ，】
C45 （.)

， 解得 ；''
，】F

$
，

槡，
，

'

$】槡， ，在>?'；'(中，$(；'',】)，所以

'('；'·?15 ,】)'$】槡， F
槡,
,
'$】槡@
,

，所

以树的高度为
$】槡@
, 米

，· !$%，

；，'r【解析】如图"，以 %为坐标原点，
%；，%(所在直线分别为 -轴、.轴，建立
平面直角坐标系，则%（】，】），；（$，】），设

0（-，.），则 %0!"" '（-，.），因为 %；!"" '（ $，



】），所以 %0!"" ·%；!"" '-，由题意知，圆 $的

半径*'槡
，
，
，因为点 0在 ；'

)

（包括端点）

上，所以 $,-,
$
，
3槡，
，
，所以 %0!"" ·%；!"" 的

取值范围是 ） $，$3槡，， ] ，， $$%，

图"

;<=> 如图#，连接%'，'0，易知

$；%''，
（
，设$0%；'#，】,#,

，
（
，

则$0%''，
（
6#，由已知可得%%；!"" %'

$，%%'!"" %'槡， ，$%0''，
，
，所以%%0!"" %'

%%'!"" %ABC$0%''槡，ABC
，
（
6#( ) ，所以

%0!"" · %；!"" ' %%0!"" %%%；!"" %ABC #'

槡，ABC( ，
（
6#) ABC#'槡， (槡，， ABC#3

槡，
，
C45 #) ·ABC#'（ABC#3C45 #） ·

ABC#'ABC，#3C45 #ABC#'
$3ABC，#
，

3

C45 ，#
，
'$
，
3槡，
，
C45 ( ，#3，

（ ) ，因为
】,#,

，
（
，所以

，
（ ,，#3

，
（ ,

,，
（
，所

以
槡，
， ,C45 ( ，#3，

（ ) ,$，所以 $,

$
，
3槡，
，
C45 ，#3

，
（( ) ,

$3槡，
，

，即 %0!"" ·

%；!"" 的取值范围是 ） $，$3槡，， ] ，， $

$%，

图#



)，+r【解析】在'%；'中，由余弦定理及

=ABC%38ABC；'，，可得 =F
=，3（，68，

，=（
38F

8，3（，6=，

，8（
'，，解得 （'，，由 ；%!"" 6；'!"" ''%!"" ，

得（；%!"" 6；'!"" ） ， ''%!"" ，，即（，38，6，；%!"" ·；'!"" '

=，，又 8',，='（，（'，，所以 ；%!"" ·；'!"" '

6,
，
，如图，取 %；的中点 (，连接 $(，则

$((%；，则；$!"" ·；%!"" '$
，
%；%!"" %， '，，同理

可得；$!"" ·；'!"" '$
，
%；'!"" %，'

-
，
，

而；$!"" '-；%!"" 3.；'!"" ，

则有

；$!"" ·；%!"" '-；%!"" ，3.；%!"" ·；'!"" ，

；$!"" ·；'!"" '-；%!"" ·；'!"" 3.；'!"" ，，，
即

（-6
,
，
.'，，

6,
，
-3-.'

-
，
，， 解得

-'
$$
$.

，

.'
，:
（.

，，
则-3.'

@$
（.

，， ，$%，

*， r【解析】%；'，，%''.，$；%''@】)，在

'%；' 中， 由 余 弦 定 理 可 得 ；''

%；，3%'，6，%；·%'·ABC$槡 ；%' '

（3，.6，F，F.ABC@】槡 )'槡$-，

因为 %"!"" ' $
，

（%；!"" 3%'!"" ），所以 %%"!"" %'

$
（
（%；!"" ，3%'!"" ，3，%%；!"" %%%'!"" %ABC$；%'槡 ） '

$
（
F （3，.3，F，F.F

$
，( )槡 '槡,-

，
，由余

弦定理可得 ABC$%；''
%；，3；'，6%'，

，%；·；'
'

（3$-6，.
，F，F槡$-

'6 $
，槡$-

，

由 ；#!"" '$
，
（；%!"" 3；'!"" ） ，可得%；#!"" %'

$
（
（；%!"" ，3；'!"" ，3，%；%!"" %%；'!"" %ABC$%；'槡 ）'

$
（ ） （3$-3，F，F槡$-F6 $

，槡$-( ) ]槡
'



槡，$
，

，由重心的性质可得 %0'
，
,
%"'

槡,-
,

，；0'
，
,
；#'槡

，$
,

，

在'%0；中，由余弦定理可得ABC$%0；'

%0，3；0，6%；，

，%0·；0
'

,-
-
3，$
-
6（

，·槡
,-
,

·槡
，$
,

'

槡（ -$
-$

，· !$%，

,，+r【解析】设正八边形 %；'(+,C）的中

心为$，连接$%，$；，$）（图略），$%'8，

在'$%；中，$%$；'，
（
，$%'$；'8，由

余 弦 定 理 得 ，8， 6 ，8，ABC ，
（
'

（， ，6槡槡 ， ） ，，解得 8 '， （舍负 ），在

'$；）中，$；$）'，
，
，由勾股定理得

；）， ':，所以 ；）'，槡，，所以 4'；+） '

$
，
；）·（，3槡， ）'，3，槡，，设%0+

!"" %'2，

%0；!"" %':，%0）!
##

%'6，因为$+0）'$；0）'

$；0+'
，，
,
，所以 4'；+）'4'0+）34'0；）3

4'0；+'
槡,
（

（263:632:）'，3，槡， ，所

以263:632:'
:（$3槡， ）

槡,
':（槡,

3槡@）
,

，所

以 0+!"" · 0）!"" 30；!"" · 0）!"" 30；!"" · 0+!"" '

6$
，
（263:632:）'6

（（槡,3槡@ ）
,

，· ，

$%，

-，+/ r 【解析】 若 ， ( "，则 ， · " '

槡,ABC#3C45 #'】，所以 ?15 #'6槡, ，· ，

$%；<（#）'，· " '槡, ABC#3C45 #'

，C45 #3
，
,( ) ，所以当 #3

，
,
'，
，
，即 #'

，
@ 时

，<（#）取得最大值 ，，· #$%；因

为 ，3"'（槡, 3ABC#，C45 #3$），所以%，3

"% ' （槡,3ABC#）
，3（C45 #3$）槡

， '

.3（C45 #3
，
,( )槡 ，所以当 #'

，
@ 时

，%，3

"%取得最大值，最大值为 ,，· $，'；"



在 ，上的投影向量为
，·"
%，%

·
，
%，%
'6槡,
,
，，

所以
，·"
%，%，

'6槡,
,
， 所以 ABC〈 ，， " 〉 '

，·"
%，%%"%

'槡@
，
F，·"
%，%，

'槡@
，
F6槡,

,( ) '6槡，， ，

又 】,〈，，"〉,，，所以〈，，"〉'
,，
（
，， !

$%，

2.，+' r【解析】由0为'%；'的垂心，可

得%0!"" ·%'!"" '（%；!"" 3；0!"" ）·%'!"" '%；!"" ·%'!"" ',，

， ，$%；

如图"，设%'的中点为 "，；'的中点为

#，连接0"，0#，则 0%!"" 3，0；!"" 3,0'!"" '0%!"" 3

0'!"" 3，0；!"" 3，0'!"" '，0"!"" 3（0#!"" '，，即 0"!"" '

6，0#!"" ，所以点0为中位线 "#上靠近点

#的三等分点，所以
4'%；'

4'%；0

'
4'%；'

$
，
4'%；'

'，

（另解：由奔驰定理得 4'0；' G4'0%' G

4'0%；'$ G， G,，所以 4'%；'G4'0%；'@ G

,'， G$），， #）'；

图"

设；'的中点为），则 %）!
##

'$
，
（%；!"" 3%'!"" ），

结合题设得 ）0!"" '%0!"" 6%）!
##

'%0!"" 6$
，
（%；!"" 3

%'!"" ）'
%；!""

%%；!"" %ABC；
3 %'!""

%%'!"" %ABC'
，所以 ）0!"" ·

；'!"" ' %；!"" ·；'!""

%%；!"" %ABC；
3 %'!"" ·；'!""

%%'!"" %ABC'
'6%；'!"" %3

%；'!"" %'】，所以 ）0(；'，又 ；'的中点为

），所以0在 ；'的垂直平分线上，所以

动点 0的轨迹经过'%；'的外心，， $

$%；

+选项，如图#，设；C的中点为$，

图#

因为0%!"" ·0'!"" '】，所以点 0的轨迹是以



%'为直径的圆，连接；0，0$，则0+!"" ·0,!"" '

（；+!"" 6；0!"" ）·（；,!"" 6；0!"" ）'
$
，
；%!"" 6；0!""( ) ·

( $， ；'!"" 6；0!"" ) ' $
，
；C!"" 3$

，
C%!"" 6；0!""( ) ·

$
，
；C!"" 6$

，
C%!"" 6；0!""( ) '( ；$!"" 3$， C%!"" 6；0!"" ) ·

( ；$!"" 6$
，

C%!"" 6；0!"" ) '( 0$!"" 3$
，

C%!"" ) ·

( 0$!"" 6$
，
C%!"" ) '%0$!"" %，6

$
（ (另解：连接

+,（图略），易知+,'$，且 $为 +,的中

点，则由极化恒等式可直接得到 0+!"" ·

0,!"" '%0$!"" %，6
$
（
%+,!"" %， '%0$!"" %，6

$
（ ) ，故

当0$为直径，即 0$'， 时，0+!"" ·0,!"" 有

最大值 （6
$
（
'$.
（
，， !$%，

22，+/ r【解析】对于 &，8；('，(''，，

9；''，3$',，由正弦定理得
；'

C45$；%'
'

，5，9C45$；%''
；'
，5
' ,
，槡,
'槡,
，
，又 】)）

$；%'）-】)，9$；%''@】)，， ，$%；

对于；，如图，过$作$"(；'，垂足为"，

则"为 ；'的中点，9；"'
,
，
，9$"'

$；，6；"槡
， ' ,6

-
（槡 '槡,

，
， 9$('

$"，3("槡
， ' ,

（
3$
（槡 '$，9$；， 3

$(， ', 3$ '（ '；(，， 即 $；( $(，

9'；$(为直角三角形，， #$%；

对于C，由正弦定理知
%；
C45 '

' %'
C45$%；'

'

，5'，槡, ，9%；'，槡,C45 '，%''，槡,·

C45$%；'，9'%；'的周长为 %'3%；3

；''，槡, C45$%；'3，槡, C45 '3, '

，槡,C45（$，】)6'）3，槡,C45 '3,',ABC'3

槡,C45 '3，槡,C45 '3,',ABC'3,槡,C45 '3



,'@C45（'3,】)）3,，在锐角三角形 %；'

中，
】)）'）-】)，

】)）$%；''$，】)6'）-】)，， 解得 ,】)）

'）-】)，9@】)）'3,】)）$，】)，9槡
,
，
）

C45（'3,】)） , $， 槡9, , 3, ）@C45 （'3

,】)）3,,-，， $&'；

对于+，由 C可知，%；'槡， ,C45 '，,】)）'）

-】)，9C45 '0
$
，
，$( ) ， 9 %；0 （槡, ，

槡， , ），9%；!"" ·%$!
##

'$
，
%；!"" ，0

,
，
，@( ) ，，

!$%，

2e，
$
,
r【解析】因为(是%'的中点，所以

；(!"" '$
，
（；%!"" 3；'!"" ），所以 ；(!"" ， '$

（
（；%!"" ， 3

；'!"" ，3，；%!"" ·；'!"" ）'
$
（ ( （， 38， 3，F（F8F

$
， ) '$,（ ，即 8，3（，38（'$,，又（'83，，所

以 8，3（83，） ，38（83，）'$,，解得 8'$

（负值舍去），所以 （',，由 (是 %'的中

点，可知 4'%；('4''；(，即
$
，

%；·；(·

C45$%；('
$
，
；'· ；(C45$'；(，所以

C45$%；(
C45$'；(

'；'
%；
'8

（
'$
,
，

2o，
$
,
r
,
（
r【解析】建立以 ；点为坐标原

点的平面直角坐标系，如图，则 ；（】，】），

%（$，槡, ），'（@，】），

设(（-，槡, ），由 %(!
##

'C；'!"" 'C（ @，】）'

（@C，】），得-'@C3$，因为 %(!
##

·%；!"" '6，，

%；!"" '（6$，6槡, ），所以 （ @C，】） ·（6$，

6槡,）'6@C'6，，所以C'
$
,
，所以 (（,，

槡, ），

"当 "在 #的左侧时，设 "（-"，】），

-"0［ 】，.］，则 #（-"3$， 】），则 %"!"" '



（-"6$，6槡, ），(#
!"" '（-"6，，6槡, ），则

%"!"" ·(#!"" '-，"6,-"3.， 所以 （%"!"" ·

(#!"" ）045 '
$$
（
；

#当 "在 #的右侧时，设 #（-#，】），

-#0［ 】， .］，则 "（-#3$， 】），则 %"!"" '

（-#，6槡, ），(#
!"" '（-#6,，6槡, ），则 %"!"" ·

(#!"" '-，#6,-#3,，所以（%"!"" ·(#!"" ）045 '
,
（
，

综上，%"!"" ·(#!"" 的最小值为
,
（
，

2，，，槡,r【解析】在'%；'中，由余弦定理

得 ABC；'
%；，3；'，6%'，

，%；·；'
， 即 6

$
，
'

:3；'，6%'，

，F，槡，F；'
，可得 ；'， 6%'， '6，槡，；'6

:"，

在'%'(中，由余弦定理得 ABC('

%(，3'(，6%'，

，%(·'(
，即
$
，
':
3'(，6%'，

，F，槡，F'(
，可得

'(，6%'， '，槡，'(6:#，

因为 4$ '
$
，
%；·；'·C45 ；'

$
，
F，槡， F

；'F槡
,
，
'槡@
，
；'，4， '

$
，
%(·'(·C45 ('

$
，
F，槡， F'(F

槡,
，
'槡@
，
'(，所以 4， 64$ '

槡@
，
'(6槡

@
，
；''槡

@
，
（'(6；'）；，

由#6"得'(，6%'，6；'，3%'， '，槡，'(6

:3，槡，；'3:，可得 '(，6；'， '，槡， （'(3

；'），可得 （'(3；'） （'(6；'）'，槡，

（'(3；'），因为 '(3；'D】，所以 '(6

；''，槡， ，代入；得 4， 64$ '
槡@
，
（'(6

；'）'槡
@
，
F，槡， '，槡,，

2；，【解】（$）连接 ；+（图略），因为在矩形

%；'(中，,为 '(的中点，+为 %(上靠

近点 %的三等分点，所以 ；+!"" '；%!"" 3%+!"" '

；%!"" 3$
,
；'!"" ，；,!"" '；'!"" 3',!"" '；'!"" 3$

，
；%!"" ，因

为+C!"" 'CC,!"" ，所以 ；C!"" 6；+!"" 'C（；,!"" 6；C!"" ），

可得（$3C）；C!"" '；+!"" 3C；,!"" ，根据点 C在



；(上，设；C!"" '3；(!
##

'3（；%!"" 3；'!"" ）（】）3）$），

所以（$3C）3·（；%!"" 3；'!"" ）'；%!"" 3$
,
；'!"" 3

C( ；'!"" 3 $
，
；%!"" ) ' $3

$
， C( ) ；%!"" 3

$
,
3C( ) ；'!"" ，可得

（$3C）3'$3
$
， C

，

（$3C）3'
$
,
3C，， 解得

C'
（
,
，3'

.
E
，

（，）因为 %；(；'，所以 ；%!"" ·；'!"" '】，由

（$）的结论，可得；C!"" '.
E
（；%!"" 3；'!"" ），；,!"" '

；'!"" 3$
，
；%!"" ，所以；C!"" ·；,!"" '.

E
（；%!"" 3；'!"" ）·

；'!"" 3$
，
；%!""( ) ' .E ( ；%!"" ·；'!"" 3 $

，
；%!"" ， 3

；'!"" ，3$
，
；'!"" ·；%!"" ) '.E F $

，
3（( ) '（.$（，

2)，【解】 （$）因为
=

（68
3 （
=68
'$，所以 =（=6

8）3（（（68）'（（68） （=68），所以 =， 6

8=3（，68（'=（68（68=38，，即 =， 3（， 68， '

=（，由余弦定理可得=，3（，68， '，=（ABC%，

所以 ABC%'
$
，
，因为 %0（】，，），所以

%'，
,
，

（，）设'%；'的外接圆半径为 *，则 ，*， '

E，
,
，解得*'槡

，$
,

，由正弦定理得
8
C45 %

'

，*，8'，*C45 %'，F槡
，$
,
F槡,
，
'槡E ，因为

C45 ；3C45 ''
.槡E
E
C45 %，所以由正弦定理

得=3（'
.槡E
E

8'.，由（$）知=，3（，68， '=（，

所以（=3（） ，6E',=（，得 ,=（'，.6E'$:，

则 =（'@，所以'%；'的面积 4'%；''

$
，
=（C45 %'

$
，
F@F槡

,
，
',槡,
，

，

2*，【解】选择条件"：（ $）由余弦定理得

8， '=，3（，6，=（ABC%，即 8，6=， '（-6$（=F

6$
E( ) '（-3，=，9（ 83=） （ 86=）'（-3

，=，883='$$，9$$86$$='（-3，=，即



$$86$,='（-，

联立
83='$$，

$$86$,='（-，， 解得 8':，=',，

（，）在'%；'中，C45 %D】，ABC%'6
$
E
，

9C45 %' $6ABC，槡 %'槡
（ ,
E

，

由正弦定理可得
8
C45 %

' （
C45 '

，

9C45 ''
（C45 %
8
'
EF槡
（ ,
E
:
'槡,
，
，

94'%；''
$
，

8=C45 ''
$
，
F:F,F槡

,
，
'

槡@ ,，

选择条件#：（$）在'%；'中，C45 %D】，

C45 ；D】，ABC%'
$
:
，ABC；'

-
$@

，9C45 %'

$6ABC，槡 %' 槡
, E
:

，C45 ；' $6ABC，槡 ；'

槡. E
$@

，r

由正弦定理可得
8
C45 %

' =
C45 ；

，

9
8
=
'C45 %
C45 ；

'@
.
，883='$$，98'@，

='.，

（，）在'%；'中，''，6（%3；），9C45 ''

C45（%3；）'C45 %ABC；3ABC%C45 ；'槡
, E
:
F

-
$@
3$
:
F槡. E
$@
'槡E
（
，94'%；''

$
，
8=C45 ''

$
，
F@F.F槡

E
（
' 槡$. E
（

，

2,，【解】 （$）在'%；'中，由余弦定理得

；'， '%'， 3%；， 6，%'·%；ABC，
,
'$】】， 3

，】】，6，F$】】F，】】F
$
，
',】 】】】，所以

；''$】】槡,米，

（， ） 因为 $%(；'，
,
， 所以 $(%；0

】，
，，
,( ) ，记$(%；'#，由正弦定理得

%；
C45$%(；

' ；(
C45$(%；

' %(
C45$%；(

， 即

，】】

C45 ，
,

'；(
C45 #

' %(

C45
，，
,
6#( )

，所以 ；('



槡（】】 ,
,
C45 #，%(' 槡（】】 ,

,
C45 ( ，，, 6#) ，所

以 %(3，；(' 槡（】】 ,
,

·C45 ( ，，, 6#) 3
槡:】】 ,
,
C45 #' 槡（】】 ,

,
· ( 槡,， ABC#3

.
，
C45 #) ' 槡（】】 ，$

,
·C45 （#3'），其中

?15 ''槡
,
.
）槡
,
,
'?15 ，

@
， 所以 '0

】， ，
@( ) ，所以#3'0 】，

.，
@( ) ，所以当 #3

''
，
， 时

，C45（#3'）'$，%(3，；(取得最

大值
槡（】】 ，$
, 米，即游客所走路程的最大

值为
槡（】】 ，$
, 米，

2-，【 解 】 （ $ ） 8
86（

=6槡，（
' C45（%

3'）
C45 %3C45 '

，

9
86（

=6槡，（
' C45 ；
C45 %3C45 '

，9根据正弦定理

可得
86（

=6槡，（
' =
83（

，98， 6（， '=， 6槡， =（，

9=，3（， 68， '槡，=（，9ABC%'
=，3（，68，

，=（
'

槡，
，
，又%0（】，，），9%'，

（
，

（，）设'%；'外接圆的半径为 *，88'

槡， ，9根据正弦定理可得 ，*'
8

C45$；%'
'

槡，

槡，
，

'，，9*'$'%$%!
##

%'%$；!"" %'%$'!"" %，又

$%$；'，$%'；， $%$''， $%；'，

$；$''，$；%''，
，
，9%,$%!

##

3，$；!"" 3

$'!"" %，'-3（3$3$，$%!
##

·$；!"" 3@$%!
##

·$'!"" 3

（$；!"" · $'!"" ' $（ 3 $，ABC$%$； 3

@ABC$%$' 3 （ABC$；$' ' $（ 3

$，ABC（，$%'；）3@ABC（ ，$%；'）'$（3

$，ABC ） ， ( ,，（ 6 $%；' ) ] 3

@ABC（，$%；'）'$（ 6$，C45 （ ，$%；'） 3

@ABC（，$%；'）'$（6@槡.C45（，$%；'6'），



其中 ?15 ''
$
，
）
$

槡,
'?15 ，

@
， 易知

，$%；'0 】，
,，
，( ) ， 又 '0 】，，

@( ) ，

9，$%；'6'0 ( 6 ，
@
，
,，
， ) ， 9 当

，$%；'6''
，
， 时

，C45（，$%；'6'）'$，

%,$%!
##

3，$；!"" 3$'!"" %， 取得最小值 $（6槡@ . ，

9%, $%!
##

3， $；!"" 3$'!"" %的 最 小 值 为

$（6槡槡 @ . ',6槡.，

（,）在（，）的条件下可得 8'槡， ，'%；'

外接 圆 的 半 径 *'$， $；$'' ，
，
，

9'；$'是直角边为 $ 的等腰直角三角

形，设 ；'的中点为 ,，则 $,',''

$
，
；''

$
，
8'槡
，
，
，又0为'%；'外接圆$

上一动点，90；!"" ·0'!"" '（0,!"" 3,；!"" ） ·

（0,!"" 3,'!"" ）'（0,!"" 6,'!"" ） ·（0,!"" 3,'!"" ）'

0,!"" ，6,'!"" ， '0,!"" ， 6 $
，
，9当 0,最大时，

0；!"" ·0'!"" 取得最大值，而 0,最大时，

0,(；'，90,最大为 *3$,'$3槡
，
，
，

90；!"" ·0'!"" 的最大值为 $3槡
，
，( )

，

6 $
，
'

槡，3$，


